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前 音 


自从 G，Cantor 在 上 一 世纪 后 期 创立 集合 论 以 来 ,集合 
论 已 经 成 为 强 代 数学 几乎 所 有 分 支 的 理论 基础 ， 然 而 ， 目 前 
在 国内 向 读者 系统 介绍 集合 论 最 基本 的 理论 并 和 进行 集 合 论 准 
理 的 基本 训练 。 为 读者 进一步 学 习 数 学 打 好 根基 的 集合 论 教 
材 尚 不 多 见 。 有 鉴于 此 ,作者 不 狠 误 匡 , 编 号 了 这 本 教材 。 限 
于 作者 的 水 平 , 书 中 错误 与 不 当 之 处 在 所 不 免 。 作者 用 切 希 
望 得 到 读者 和 专家 们 的 批评 和 指正 . 

本 书 是 按照 公理 化 的 精神 编写 的 ， 作 者 没有 从 一 开始 就 
罗列 本 书 殴 要 的 全 部 公理 ， 而 是 按照 材料 发 展 的 需要 逐步 列 
出 它们 。 这 料 可 使 读者 更 清楚 地 看 出 哪些 结论 只 用 哪些 公理 
就 足以 证 明 。 不 过 ,本 书 不 是 一 本 “公理 集合 论 ”, 它 阮 不 涉及 
现代 集合 论 中 深入 的 课题 ,也 不 过 多 地 追求 形式 化 。 为 了 使 
读者 易于 开 解 ， 本 书 的 推 证 部 分 写 得 比较 详细 ， 并 上 肥 对 于 较 
难民 的 证 明 按 有 照 作者 的 体会 描述 了 这 些 证 明 的 概括 和 直觉 想 
法 .作者 希望 做 到 ， 在 大 学 数学 专业 学 过 两 年 的 读者 经 过 努 
为 一 般 应 能 不 很 困难 地 自学 本 书 。 

每 章 后 面 编 有 习题 。 习 题 的 顺 诬 与 正文 相应 部 分 的 顺 诺 
基本 一 至 ， 浇 者 可 以 训 合 正文 夫 伍 习题， 习题 是 评书 的 有 机 
组 成 部 从 ,数量 并 不 大多 ， 荐 望 谈 w 至 少 完成 其 中 约 大 部 分 。 


本 书 承 认 收 辑 法 则 ,不 号 作 系 统 论 六 ,对 于 请 望 了 钱 名 辑 
始 识 的 读者 , 寻 议 合 辕 王 宪 钓 若 数 理 运 秀 下 论 江 北京 大 学 出 
版 社 }, 

本 书 购 初稿 兽王 1985 年 和 1986 年 在 北京 师范 大 学 数学 
系 斌 用 两 遗 。 在 编写 初稿 以 前 。 徐 长 胜 同 志向 作者 提出 了 一 
地 有 益 约 其 体 建 议 ， 在 完成 初稿 以 后 ， 王 世 强 教授 对 之 进行 
了 认真 性 细 风 审 阅 , 并 指出 了 其 中 询 若 干 错误 。 作者 齐 对 他 
们 表示 深 滨 的 澳 意 。 


董 延 净 
于 北京 师范 太 学 数学 系 
1986 年 7 月 
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内 客 简介 


本 书 向 读 老 系 统 地 介绍 全 合 论坛 基本 隐 理 论 、 为 学 习 数 
举 各 分 支 打下 理论 的 根基 -. 它 是 按照 公理 北 的 精神 詹 呈 的 ， 
但 不 过 多 她 追求 形式 化 ， 为 了 使 读 阁 易于 理解， 推 让 部 分 号 
得 比较 详细 ,并 且 ,对 于 较 难 慷 的 证 明 。 还 视 述 了 证 由 的 到 党 
想法 ， 

不 入 可 用 守 隆 等 院 校 数 学 专业 同名 移 课 的 教材 。 也 可 用 
作 大 作 让 ， 呈 冰 吉 宽 训 集合 沦 知 识 的 科技 工作 名 的 自学 
读 哆 (全 书 或 骨 四 齐 》， 
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$1 引言 ! 


第 一 章 ”集合 与 集合 的 运算 
51 引 音 


集合 论 成 为 一 门 学 科 , 是 上 一 世纪 后 期 的 事情 。 台 ，Can 
tor 在 1874-1897 发 表 的 一 系列 论文 商定 了 集合 论 的 基础 . 


. 从 那 以 后 ， 集 合 论 的 概念 和 结果 被 广泛 应 用 于 数学 的 各 个 分 
支 ; 使 数学 科学 的 面貌 受到 了 深刻 的 影响 。 在 今天 ,可 以 说 集 


合 论 已 成 为 几乎 所 有 数学 分 支 的 基础 了 ， 

Cantor 集合 论 的 出 现在 当时 数学 界 引 起 极 大 的 反应 . 它 
受到 一 部 分 数学 家 ， 如 RR. Dedekind,，B. Russell, D. Hil: 
bert 等 等 的 支持 和 高 度 链 美 , 志 受 到 一 部 分 数学 家 ,特别 是 
L，Kronecker 的 向 烈 反对 名。 同时 ,从 上 一 世纪 未 开始 ， 形 
形 鱼 色 的 有 关 集 合 论 的 诗 论 不 断 出 现 久 、 当 时 的 集合 论 对 这 
些 津 论 不 能 做 出 满意 的 问答 ， 

在 集合 论 的 初创 时 期 ，Cantor 是 以 所 谓 "* 朴 素 的 ”观点 
来 看 待 集合 的 。 仙 广泛 地 谈 沦 集合 ， 但 他 没有 明确 规定 对 于 
已 知 集合 做 哪些 事情 是 含 法 的 ,就 是 说 ,对 已 知 集合 做 哪些 事 
情 可 以 得 出 受到 承认 的 集合 。 尽 管 Cantor- 本 人 实际 已 经 建 


立 起 相当 广泛 而 深刻 的 集合 理论 ， 但 他 在 理论 基础 上 的 某 些 


中 参看 M， 克 莱 因 : * 古 今 数 学 息 椒 * (北京 大 学 数学 系数 学 史 翻 译 组 译 )3 
第 J1。51 瘟 ， 
加 参 黎 本 章 ，$ 3， 


2 第 一 章 ” 集 癌 与 华 合 的 运算 


不 明确 性 使 得 他 和 他 的 支持 者 们 不 能 有 有 力 地 保卫 他 的 理论 ， 
也 不 能 皂 所 有 己 经 提出 的 尝 论 排除 于 集合 论 的 大 门 之 外 . 

为 了 填补 Cantor 在 理论 菇 础 上 的 不 是, 从 而 维护 Can- 
tor 的 理论 ， 在 1908，E.， Zermelo 首先 为 集合 论 设立 了 一 
套 比 较 完 整 的 公理 ， 这 些 公理 主要 基 了 明确 了 对 已 知 集 台 做 哪 
些 事 是 侣 法 和 的。 以 后 经 过 A. Fraenkel 等 人 的 补充 和 完善 ， 
形成 了 现在 所 谓 的 〈ZPF) 公理 系统 。 较 晚 一 些 , 还 有 所 谓 的 
{GHE) 公理 系统 ,是 由 von Neumann, P. Bernays, K. Gidel 
等 人 建立 的 。 在 这样 的 公理 系统 中 , 诗 沦 钻 排 除了 ,责难 的 衣 
音 也 就 减弱 了 。 在 本 世纪 ,在 公理 已 的 集合 论 中 ,关于 选择 公 
” 理 包 和 连续 统 假设 久 的 研究 大 大 推动 了 集合 论 的 发 展 。 使 之 
成 为 至 今 活跃 的 数学 学 科 之 一 ， 

本 节 是 为 学 习 其 他 学 科 服 务 的 集合 论 救 材 ， 不 包含 集合 
论 的 专门 课题 .不 过 ,按照 当代 的 要 求 , 本 书 将 按照 公 至 化 的 
糖 砷 渔 读者 介绍 集 人 台 论 的 基本 内 容 ， 所 遵循 的 公理 系统 就 是 
上 述 的 (ZF) 系统 ， 表 一 方面 ; 为 了 便于 初学 者 理解 。 本 蔬 
将 不 追求 般 述 的 高 度 形式 北 . 最 后 ,我 们 声明 ,本 苑 将 了 亲 认 数 
学 中 通用 的 忱 辑 法 则 ， 除 在 个 别 场合 以 底 注 形式 列 出 一 些 温 
辑 革 则 外 ,我们 将 不 对 逻辑 法 则 进行 系统 的 考察 . 


$2 集 合 
什么 是 集合 ? ”集合 论 的 创始 人 G、Cantor 曾 作 如 下 描 


二 苏 看 第 四 章 ，$ 4. 
国 参看 第 六 章 , § 12， 


本 


中 


2 集 


本 一 一 一 一 一 一 -一 


述 ， 
“一 个 集合 本 我 们 直觉 中 或 理智 中 的 ， 确定 的 互 不 相同 


人 


二 一 人 仙鹤 ~ 区 ee 


这 些 冲 术 呆 做 区 集合 的 元 二。 或 滴 这 些 元 素 属 于 这 集合 
也 说 这 集合 包含 这 些 元 未。 

Cantor 的 描 途 对 于 人 们 直观 地 理解 集合 概念 是 很 有 价 
值 的 ， 例如, 它 说 一 个 集合 的 元 素 是 “确定 的 ”, 这 意味 着 某 个 
事物 是 次 属于 某 个 集合 是 没有 些 训 含混 余地 的 ;又 如 , 它 说 一 
个 沁 合 的 元 素 是 " 互 不 相同 的 "， 这 意味 善 在 一 个 集合 中 相同 
的 元 素 只 能 算是 一 个 ;又 如 ,* 它 说 把 -一 个 集合 “设想 为 一 个 整 
体 ( 单 体 )”。 这 意 昧 着 要 把 整个 集合 看 成 一 个 单独 的 思维 对 
象 ,而 不 再 看 成 那些 个 别 元 素 的 简单 积累 ， 

读者 可 以 在 这 样 的 理解 下 举 出 很 多 集合 的 例子 ， 如 在 某 


一 时 刻 在 某 一 教室 的 学 生 的 集合 ， 平 面 上 与 某 一 三 角形 相似 


的 一 切 三 角形 的 集合 等 等 。 但 应 看 到 ，Cantor 的 叙述 不 能 
当 作 和 集合 概 念 的 定义 ;因为 ,在 这 报 述 中 所 谓 " 汇 集 ”,“ 整 体 ”， 
并 不 比 “ 桌 合 " 简 单 ,不 过 是 它 的 同 义 语 里 了 ， 

在 本 书 中 ,我 们 把 “集合 "和 “属于 ” 当 作 不 定义 的 原始 概 
念 :用 44 记名 于 “属于 集合 A?， 用 4 苹 4 雇 名 于 “a 
不 属于 集合 心 . 在 gE 4 的 情况 下 ,说 4 是 集合 4 的 元 素 ， 
或 说 集合 4 包含 a. 

现在 有 个 问题 需要 说 明 : 集合 的 元 素 是 什么 2 我 们 的 答 
复 是 ,集合 的 元 素 还 是 集合 . 这 就 是 说 。 当 我 们 写 下 ee 4 
时 ,其 中 和 的 a 和 4 都 被 认为 是 集合 . 对 读 省 米 说 ,一 个 集合 以 
男 外 一 些 集 合 为 光 类 的 情况 是 森 生 蚊 的 ， 例 如 ， 与 一 已 知 自 
线 平 行 的 一 切 直 线 组 成 一 个 集合 ,这 华 合 的 元 业 是 直线 ,而 直 


4 党 一 章 ” 竺 全 与 集合 的 远视 


线 又 可 看 成 点 的 集合 .读者 可 能 感到 不 解 的 是 ,除了 以 集合 为 
元 素 的 集合 外 ,为 什么 不 考虑 以 其 他 事物 为 元 素 的 集合 ?我 们 
的 答复 是 : 1) 我 们 讲 的 是 揪 象 的 集合 沦 、 抽象 集 含 论 研究 
的 只 是 集合 和 集合 与 集合 之 问 的 半 系 ， 不 著 虑 集 含 羽 外 的 对 
象 . 2) 集 合 本 来 是 不 定义 的 概念 , 国 齐 不 能 得 赴 我 们 把 它们 
的 元 素 仍 看 作 是 集合 .这样 做 并 不 防 碍 苔 集 合 论 的 结果 应 用 
二 其 他 分 支 (在 人 允许 应 用 的 情况 下 ). 

如 上 记述,“ 属于 ”关系 ( 记 为 €E ) 是 集合 论 中 一 个 基本 关 
系 。 此 外 ， 我 们 把 “等 于 "关系 ( 记 作 二 } 看 作 是 前 于 集合 论 而 
在 集合 论 中 延 袭 下 来 的 一 个 基本 关系 中。 集合 4 等 于 集合 8 
( 记 作 4 一 8B) 指 的 基 4 和 B 是 同一 集合 ,集合 4 不 等 于 集合 
加 ( 记 作 A 关 百 ) 指 的 是 4 和 8 不 是 同一 集合 ,在 4 一 B 的 情 
名 下 ,可 以 理解 为 字母 4 和 B 是 同一 集合 的 不 同 记号 ,它们 可 
以 互相 代 堆 .例如 ,如 a€ A 且 a=5, 则 be A. 

以 下 基 关 于 “等 于 "和 "属于 ”这 两 个 是 本 关系 的 公理 : 


外 延 公 理 
对 于 集合 有 如 果 对 于 性 何 的 xz: XE A 当 
且 仅 当 x& B,， 则 4 一 卫 。 


这 就 是 说 ,如 果 两 个 集合 有 完全 一 样 的 元 素 , 则 它们 是 同 
一 集合 ， 

让 注 1] 按照 上 面 对 于 4 一 B 的 理解 ， 外 延 公理 的 道 命 
题 显然 成 立 , 即 ,如 4 吕 了 ， 则 对 于 性 倍 的 x: *& 各 当 且 仅 


入 有 的 作者 利用 "€ ”定义 “一 *， 并 改动 下 面 的 计 赴 公 避 ， 大 置 ， 册 如 全 
Takenuti, WM Zaripg 合 落 的 *Iatroduction to Axiomatic Set 
Theory», Ch. 3. 


mA 


1 


暨 可 和合 3 


当 x 了 
叱 外 ,读者 可 能 认为 外 延 公理 本 身 也 是 控 池 辑 蜡 然 成 立 ， 
不 必 列 为 公理 .难道 元 素 完全 一 样 的 两 个 集合 不 是 同一 集合 
吗 。 问题 不 是 这 样 简单 。 公理 涉及 到 "一 "和 “ec "两 个 概念 
(" 元 素 "概念 是 用 "6 "概念 解释 的 )。 如 上 所 述 ,一 "概念 算 
是 明确 了 ,但 "e * 丈 念 是 不 定义 的 。 在 日 常用 语 中 ,“ 属 于 * 概 
念 并 不 明确 。 例 如 ,用 x 记 教 室 ,用 4 记 学 生 , 从 权利 上 看 ,不 
坊 把 学 生 和 在 教室 x 上 课 说 成 是 * 属于 4， 如 果 两 个 学 生 4 
和 了 总 在 同样 的 教室 上 课 ( 不 论 教室 帮 到 哪里 ), 那 么 ,对 于 任 
何 的 教室 x，x 总 是 同时 属于 4 和 8B 的. 但 4 和 却 不 见得 
是 同一 个 学 生 . 可 网 这 样 意义 的 “属于 * 就 不 符合 外 延 公理 .外 
延 公理 实际 是 规定 了 集合 论 中 “ce “的 用 法 ， 

[ 注 2] 从 外 延 公理 和 注 1 不 难 推出 ,集合 4 去 B 的 必 
要 且 充 分 条 件 : ”存在 茶 个 x, xE 4 但 x&B， 或 者 存在 某 
个 ?76 了 但 yA。 

以 下 是 我 们 的 男 一 个 公理 ; 


空 集 公理 
存在 一 个 不 包含 任何 元 素 的 集合 ,这 就 是 说 , 存 
在 一 个 集合 4， 使 得 对 于 任何 的 +, x 4。 


空 集 公 再 含有 以 下 两 层 意 思 : (1) 我 们 承认 了 存在 至 少 
一 个 集合 (当然 不 排斥 存在 其 他 集合 ), 这 样 , 我 们 的 集合 论 就 
不 是 无 的 放 矢 了 ，(2) 我 们 承认 了 不 含 任何 元 素 的 “汇集 * 基 
一 个 集合 :排除 通常 认为 集合 必须 包含 元 素 的 想法 。 

这 是 因为 ， 如 果 4 和 如 虱 是 这 样 的 集 侣 ， 即 对 于 任何 的 
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Ts, 同时 有 -| 和 xB, 这 等 于 说 对 于 任何 的 Ts 同时 有 
ze 4 机 xE B。 按 外 延 公理 ，4 二 B， 看 
[定义 3〗 不 含 任何 元 素 的 集合 叫 空 集 , 记 以 名 。 


53 集合 论 的 公式 和 条 件 


现在 ,暂时 回 到 直观 的 或 经 验 的 观点 来 议论 集合 。 我 们 
认为 一 个 集合 是 由 一 些 确定 的 事物 组 成 的 一 个 集体 (参看 上 
节 Cantor 关于 集合 的 描述 )， 这 就 是 说 ,任何 一 个 事物 属 不 
属于 这 个 集合 应 是 完全 能 够 判断 的 。 例 如 说 ,基教 室内 一 切 
身高 超过 1.80 米 的 学 生 组 成 的 集 各。 这 个 集合 完全 确定 ( 当 
然 : 可 能 是 空 集 )， 但 如 说 ， 某 教 窜 内 一 切 高 个 子 “假定 不 给 
标准 ) 学 生 ”, 这 就 不 能 形成 集合 ， 在 第 一 个 例子 里 ,关于 集合 
的 元 素 的 条 件 是 明确 的 ,而 在 第 二 个 例子 里 条 和 件 却 不 明确 . 

在 人 们 的 经 验 里 ， 往往 认为 用 一 句 含 乎 语法 的 河童 来 表 
达 某 一 集合 的 元 过 的 “条 和 件 且 否 明 确 。 是 容易 判断 的 。 但 请 
看 以 下 的 委 论 : 

Berry 齐 论 〈【1906，G，Berry) 四 

在 一 切 自然 数 中 ,考虑 

“能 用 少 于 二 十 四 个 汉字 表示 的 自然 数 "。 


例如 ， 
一 于 九 百 八 十 天 (七 个 汉字 ) 
三 百 九 十 七 与 二 的 积 ( 九 个 汉字 】 
公元 一 千 九 百 八 十 六 年 零 时 金 世界 的 人 口 


包 当然 ;我们 已 把 这 评论 汉 次 化 了 ， 


4 尘 合 论 的 公式 和 条 件 了 


数 ( 十 九 个 汉字 ) 
它们 所 表示 的 自然 数 都 符合“ 条件”。 现在 看 这 里 给 出 的 “条 
性" 是 否 明 确 ? 我 们 知道 ,汉字 不 超过 六 万 个 ,于 是 用 少 于 二 十 
四 个 汉字 形成 的 宇 组 不 会 超过 60000 十 60000? 十 … 十 600003 
个 。 可 见 能 用 少 于 二 十 四 个 汉字 表示 的 自然 数 只 有 有 限 多 
个 .但 自然 数 是 无 窍 尽 的 , 故 必 存 在 自然 数 ,不 能 用 少 于 二 十 
四 个 汉字 表示 。 设 和 是 其 中 的 最 小 数 。 于 是 mw 可 说 成 是 : 

不 能 用 少 于 二 十 到 个 汉字 次 示 的 自然 数 中 最 小 的 

一 个 

从 纯 形 式 上 君 ， 自 然 数 内 用 二 十 三 个 汉字 就 表示 出 来 了 ， 
所 以 mw 符合 “条件”, 但 从 语 义 上 看 ,mo 是 “不 能 用 少 于 二 十 
四 个 汉字 表示 的 自然 数 ”, 所 以 m 不 符合 “条 件 ”! 由 此 可 见 ， 
这 里 给 出 的 散 似 明确 的 "条件" 归根 到 底 是 不 明确 的 ， 
- .以 上 鹿 沦 说 明 ， 用 通常 语言 表达 的 "条件 ?是 否 明 确 并 非 
永远 容易 判断 的 ， 应 该 对 怎 祥 才 算 “ 明 确 ” 给 出 标准 . 但 是 ， 
这 样 的 标准 对 通常 语言 来 说 是 难以 给 出 的 【这 个 难题 禄 给 语 
言 学 家 )。 好 在 我 们 谈论 的 是 数学 ,特别 谈论 的 是 集合 论 。 集 
合 论 只 考虑 集合 和 集合 与 集合 之 间 的 关系 。 这 样 ， 我 们 可 以 
把 "条件" 限制 在 一 个 明确 的 范围 内 ， 

先 介绍 集合 论 的 公式 "这 一 概念 .在 上 地 我 们 已 经 说 过 ， 
“一 “和 ”6 “是 集合 论 中 两 个 基本 关系 。 另外， 集合 论 中 还 有 
七 个 逻辑 联系 ,分 别 用 以 下 七 个 符号 来 记 ( 每 个 符号 后 面 写 的 
是 它 的 原 义 ): 

辣 一 一 非 

V 一 一 或 ( 非 些 即 彼 , 包 括 亦 此 亦 彼 ) 

人 一 上 县 
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全 一 一 区 涵 

<> 一 一 当 且 仅 沼 

Y( 一 一 对 于 任何 (每 个 ,一 切 ) 的 { ) ,都 有 
引 ”) 一 一 存在 某 个 ( ), 使 得 


现在 规定 : 
1) ka 一 如 和 (eeey( 其 中 站 可 用 任何 空 母 代 替 ) 是 
公式 ,被 称 为 原子 公式 ， 


2) 如 .9 由 是 公式 ， 则 《 im) (mV6)， (人 
名 之 内 和 (ge< 邱 > 由) 是 公式 . 

3) 用 p(w) 记 含 * 的 一 个 公式 (还 可 含 其 他 字母 )， 则 
(Yrxp(x) (对 于 任何 的 x，qptx) 成 立 ) 和 (xgqg(lx)) (存在 
茶 个 x， 使 得 p(x) 成 立 ) 是 公式 ， 

4) 除 1; 2)，3) 所 列 者 外 ,都 不 算 公式 . 

在 不 致 引起 湿 清 的 情况 下 ,可 以 略 去 公式 中 欧 一 些 括 寻 . 

例如 。，xe 4, xE BB 和 4 一 8 都 是 原子 公式 ，xE A<< 字 
x#EBA Vt AS>reE BY 都 是 公式 ,最 后 ， 

VAVBIYz(xE A<> rE B)—> A BY 
还 是 公式 , 它 就 是 詹 延 公理 的 公式 表达 式 . 
又 如 ，xE€ 4 是 原子 公式 ，(xE A) 是 公式 。 
Vxt lix€ A)) 


也 是 公式 ,最 后 ， 
aAvx( (ze A)) 
还 是 公式 , 它 就 是 空 集 公 理 的 公式 表达 式 . i 
在 本 书 中 , 按 严格 意义 说 , 当 我 们 说 到 “公式 ”时 ， 就 指 如 
上 上 所 述 的 集合 论 公 式 ,这 些 公 式 都 是 从 原子 公式 出 发 ,按照 上 
述 1 2)， 3) 的 规定 ,运用 限定 的 逻辑 符号 形成 的 。 以 后 ,为 
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了 简化 书写 ,也 允许 用 另外 的 符号 (例如 用 < 攻占 代替 一 (ee 
8)。 用 a 天 睛 代替 一 (a 一 45) 等 等 ) 或 用 通常 的 语音 来 表达 
公式 ,但 奢求 这 样 的 表达 语 是 最 终 能 够 写成 集合 论 的 公式 的 . 

我 们 已 经 明确 什么 是 集合 论 的 公式 了 .现在 定义 “集合 论 
的 条 件 


Ts ee 


一 1 


称 条 件 ， 
例如 ，x 天 = 是 * 的 一 个 条 件 。 当然 记 样 的 x 不 存在 ， 
即 YWx( 1(x x))， 另 一 方面 ,我 们 有 Yx( (ze 8%))， 因 
此 ,对 于 任何 的 *+,(* 关 *) 与 (x€ 和) 同时 不 成 立 , 这 等 于 说 
它们 同时 成 立 ; 于 是 ， 
VIE BE 2 
可 以 说 。x 去 是 使 x 成 为 空 灌 名 的 元 天 的 一 个 条 件 。 一 般 
来 说 : 
对 于 一 个 已 知 条 件 C (x) ， 如 果 存 在 一 个 乐 合 4， .恰好 
包含 使 Clx) 成 立 的 一 切 ** 即 
3AvVx(x€ A<> CC)), 
由 六 5) 县 僻 万 六合 4 的 无 素 的 -个 杀 丛 、 并 浊 
A {rc 
这 时 规定 ， 字 旺 4 不 全 了 3 站 
例如 可 写 


一 {xzlz = x}, 
现在 ,我 们 终于 明 殉 了 人 之 六 人 全 论 的 条 件 ,它们 被 限制 
在 前 述 秽 定 的 范围 内 ,我 们 不 考虑 这 个 范围 之 外 的 “条 件 ”， 
.例如 ，Berry 秆 论 中 的 “条 件 ” ,除非 证 明 它 能 够 表示 为 集合 论 
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的 条 件 , 我 们 就 不 考虑 它 . 【你 能 用 集合 论 的 黎 件 确切 地 表示 
“用 -汉字 上 表示 的 …” 吗 ?) 

另外 ,我 们 还 明确 了 C(x) 是 使 + 成 为 集合 4 的 元 素 的 条 
福 的 意义 , 即 wrtx es 4 < 二 > C (Cx))， 必 须 注意 ,这 是 在 集合 4 
在 在 的 情 证 下 说 话 的 .例如 ,只 是 空 集 公理 保证 空 集 包 的 存在 
以 后 ， 我 们 才 说 * 关 < 是 使 成 为 名 的 元 素 的 条 件 .现在 的 

` 疗 题 是 :任何 一 个 集合 论 的 条 件 CCx) 帮 能 依 定 一 个 集合 吗 ? 
下 面 的 讲 论 给 出 否定 的 答复 ; 

及 usese]] 入 论 {1902,，B, Russell} 

看 集合 论 的 条 件 x 到 x， 并 假定 满足 这 条 件 的 一 印 *x 组 
成 一 个 集合 , 即 假定 存在 集合 4, 使 

Yr(x EE AH rr) (C1) 
我 们 看 4E 4 还 是 4& A9? 如 AE€ 4, 即 在 (1) 的 磊 边 以 4 代 
*， 于 是 由 t1) 排 出 A&A4。 如 4&4， 即 在 (1) 的 右边 以 有 4 
代 x*、 寺 是 由 (1) 推 出 4E4 可 亿 如 满足 条 件 x 总 x 的 一 
团 * 组 成 一 个 集合 4， 那 么 ,在 任何 情况 下 ,部 将 导致 4€ 4 
与 4 4 同时 成 立 的 矛盾。 

Russell 庆 论 告诉 我 们 ,即使 条 件 C (Cx) 足 曲 确 的 集合 论 
条 件 , 满 足 它 的 一 切 x 也 不 一 定形 成 一 个 集 台 ， 下 面 对 这 诗 
论 做 些 韭 正式 的 解释 ， 一 个 集合 * 不 是 自己 的 元 素 应 该 是 一 
条 普遍 的 原则 外。 这 样 ,条 件 x 反 x 太 广 泛 了 ,满足 这 条 件 的 
,* 太 温 无 边际 了 ,以 致 如 认为 它们 形成 集合 ,就 会 导致 遇 辑 上 
的 矛盾 ， 这 部 分 地 说 明了 我 们 考点 的 集合 不 能 是 过 于 庞大 的 


.汇合 物 。 和 


号 当 热 ;我们 现 章 役 有 设立 公 表 ,保证 这 启 则 首 计 成 立 ， 参看 避 古 六 ，13. 


轩 子 到 11 


$4 子 集 


[定义 】 集合 4 岂 做 集合 B 的 子 集 , 记 为 4CB。 当 县 仅 

当 4 的 元 素 都 是 中 的 元 素 , 即 当 上 且 仅 当 
Wx(xEA > EB). | 

此 时 说 4 包容 于 8, 也 说 5 但 容 4@， 并 说 也 是 4 的 包 
容 集 . 

当 且 仅 当 4 是 8 的 子 集 又 不 与 重合 , 即 当 且 仅 当 4 己 
昌 人 4B 时 ,说 4 是 马 的 真子 集 , 记 为 _4 持 B， 

【 注 】 和 包容 关系 忆 有 其 有 以 下 的 性 夺 : ”对 于 集合 4，B， 


C: 

1) 《 自 反 性 ) 4C 4 

2)【 扳 对 称 狂 ) 4 忆 BA 人 BC A 过 A=B， 

3) (传递 性 ) 4SR ABC LEC。 
性 质 1), 3) 可 直接 由 子 集 定义 推出 ; 柱 质 2) 是 子 集 定义 
与 外 延 公理 结合 的 结果 .。 性 质 1) 说 的 是 一 个 舍 合 总 是 自己 
的 子 集 ( 非 走 子 集 )、 性 质 2) 谤 的 昆 如 两 集 人 台 闻 为 子 集 ， 则 它 
们 重合 。 

【定理 1 空 集 是 每 个 集合 的 子 集 , 即 , 对 于 任何 的 集合 
A SECA, 

证 只 要 证 明 Vx(x€ 8 守 xe 4) 就 可 以 了 ,事实 上 ， 
对 于 任何 的 +，。x€ 多 总 是 错 的 。 所 以 对 于 任何 的 x。 

EBSrE4 


名 站 中 文 数学 书 敌 中: 征 往 把 4 记 BB 说 成 “R 亿 念 47， 这 就 问 4 € 8 混 请 
了 . 在 本 书 中 ,“ 包 含 " 和 “包容 ”二 词 被 道 点 地 区 分 着 . 
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就 是 对 的 吕 . 

现在 回 到 上 节 未 尾 的 议论 。 我 们 知道 ， 满 足 一 个 已 知 条 
件 Cw) 的 一 切 x 不 一 定形 成 一 个 华语 象 Russell 讲 论 中 
的 “汇合 物 ”{x|x 总 #} 就 是 过 于 庞大 ,以 致 不 能 当 作 一 个 集 
合 来 沽 虞 。 但 是 ,可 以 设想 ,既然 集合 论 的 条 件 是 明确 的 ， 那 
么 ,如 果 我 们 不 是 漫 无 边际 地 考虑 满足 条 件 C(x) 的 一 切 *， 
而 是 在 一 已 知 集合 4 的 内 部 考虑 满足 C Cw) 的 一 期 *， 这 些 
* 总 该 形成 一 个 集合 了 吧 ， 这 就 是 以 下 的 公理 ， 


子 集 公理 
对 于 每 个 条 件 Ce) 及 任何 集合 B， 存 在 一 


i te 


全 8 中 一 时 注 展 CCe) 爸 充 来 x 即 
YBadvr(rE A rE BACC))®. 


这 里 ,按照 上 节 的 规定 ,可 写 
A=m {xlxé BACC)Y., 
为 了 强调 4 是 召 的 子 集 ,我 们 写 
4 一 《xcEBlCGeT， 
【 子 集 公理 的 注 ] 子 集 公理 中 的 集合 < 是 唯一 的 ， 
事实 上 ,如 A 也 符合 公理 的 要 求 , 即 
Vx(xrE A < re BACC)), 

全 用 Pp 和 3 记 两 个 能 够 判断 对 或 辑 的 命题 ， 技 逻辑 法 则 : 
i 如 4 是 对 的 , 则 不 论 p 是 怎样 的 命题 命题 一 9 总 是 对 的 . 
ii) 如 六 是 错 的 ; 则 不 论 4 是 怎样 的 命题 ,命中 过 9 总 是 对 的 . 

图 技 严格 意义 ,于 党 公理 不 是 一 条 公理 。 对 于 每 个 条 件 Cr)y 有 一 条 * 于 集 
公理 c. ?这 里 列 出 的 不 无 数 多 条 公理 的 一 个 概括 -诗集 公理 又 称 析出 


Kaussonderungy) 公理 ， 


轩 子 涂 二 


则 
WE A rE A'). 
按 外 了 延 公理 ,我 们 得 到 
A 4. 和 
由 子 集 公理 可 以 推出 一 个 很 有 意 交 的 结果 : 
【定理 2】 不 存在 “万 有 和 集 ”， 凤 木 存 在 包含 一 切 集合 的 
集合 . 
证 ”只 要 证 明 ,对 于 任何 集合 引 。， 总 存在 一 个 集合 ,不 是 
B 的 元 素 就 可 以 了 。 控 子 集 公理 ， 
CireBlxtx} 
是 一 个 集合 ,就 是 说 ,存在 一 个 集合 C。 使 得 
Vr(xEC<>rE BArEr). (1) 
以 下 证 明 CR& 8。 假如 不 然 , 则 CG eB. 现在 看 CE€EC 还 是 
CEC9 如 CEC, 即 在 (1) 的 左边 以 C 代 x*， 于 是 四 (1) 推 出 
CE&C- 如 C&C， 则 因 已 假定 CE B， 故 在 (1) 的 右边 以 C 
代 * 成 立 , 于 是 由 (1) 推 出 CE CC。 由 此 可 见 C&EB 永远 导致 
矛盾 . 故 C 3. 国 
从 定理 的 证 天 可 以 看 出 ， 定 理 2 实际 是 Russell 衣 论 的 
变种 。 在 集合 论 尚 处 于 "朴素 的 ”阶段 时 。 由 于 集合 概念 没有 
明确 的 公理 限制 ， 人 们 很 难 拒绝 Russell 店 论 中 所 说 的 4 是 
一 个 集合 ,从 而 形成 了 一 个 尝 论 。 但 是 ， 在 集合 论 公 理化 以 
后 ,按照 Russell 淳 论 的 精神 ,从 子 集 公 理 出 发 ， 就 能 推出 一 
个 合乎 逻辑 的 结果 : 对 于 我 们 沽 虚 的 集合 概念 来 说 ， 不 存在 
包含 一 团 集 合 的 "万 有 集 *. 
【推论 】 不 存在 集合 ,包含 一 切 满 足 条 件 * 二 x 的 集合 


T, 
~ 
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再 实 上 , * 一 * 对 于 任何 集合 * 都 成 立 ， 说 一 个 集合 包 
含 一 切 满足 * 一 x 的 集合 x, 等 于 说 这 集合 包含 一 切 集合 . 里 
把 这 结果 同 空 集 概 念 引 较 一 下 是 有 益 的 ， 条件 * 一 二 对 
于 任何 * 部 成 立 , 但 以 一 一 这 样 的 = 为 元 索 的 集合 不 存在 . 兄 
一 方面 ,使 条 件 * 半 * 的 * 不 存在 ,但 3 一 {xix 关 x} 却 是 


我 们 已 经 承认 存在 的 空 集 ! 读者 鲁 匆 把 满足 某 条 件 的 集合 不 . 


存在 同 某 集合 ( 空 集 ) 的 元 素 不 存在 泥 为 一 谈 ， 


$5 偶 集 


现在 看 以 下 问题 : 给 定 集合 *， 是 否 存在 集合 ， 愉 好 以 
2 为 元 素 ? 就 是 说 ,是 否 存在 集合 4, 使 
Ya(#E A 4}? 
梁 似 的 问题 : 给 定 集合 8, 是否 存 在 集合 ,恰好 以 和 请 为 
元 素 ? 就 是 说 ,是 否 存在 集 4, 使 
Yr(x EASA aVr =m bb) 
前 面 设 立 的 公理 都 不 能 保证 这 样 集合 的 存在 。 需 要 设立 新 的 
公理 。 为 了 简便 ,我 们 只 设立 一 条 公理 ,保证 以 上 两 种 集合 中 
的 后 一 种 案 合 存在 ,并 把 前 一 种 集合 当 作 特殊 情况 ， 
偶 集 公理 
给 定 集合 a，。5， 则 存在 一 个 集合 4、 怡 好 以 
as 8 为 元 素 ; 即 


EE 


【 偶 集 公理 的 注 】 侦 集 公理 中 的 集合 4 基 唯 一 的 。 


i 


证 明 与 于 集 公 埋 的 注 的 证 明 类 羽 ， 
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[定义 】 对 于 集合 a，5， 记 _ 
(a6 lV 
【 注 ] {a, 5B} 一 {16,4}. 
这 是 因为 ， 
和 | | 
在 这 意义 下 ， 假 集 又 被 称 为 无 序 候 ， 
在 人 情 集 定义 中 ,并 未 限定 < 5， 以 下 是 a 一 5 的 情况 : 
[定义 】 记 Le) 一 4401 并 称 之 为 以 a 为 元 素 的 单 集 ， 
显然 , 单 集 定义 还 可 号 成 
{a} = {xl at, 
这 就 是 说 , 单 集 {a} 是 以 a 为 唯一 元 素 的 集合 
在 本 节 以 前 ,对 于 具体 的 集合 ,我 们 只 :承认 了 空 集 % 的 存 
在 .在 设立 合集 公理 以 后 ， 我 们 可 以 无 休止 地 构造 另外 的 具 
体 集 台 了 .例如 ,可 以 构造 单 集 
{tS }}} ,等 等 ; 
可 以 构造 侦 集 
{等 等 ， 
这 些 都 是 受到 承 让 的 集合 . 
最 后 ,应 提醒 读者 注意 区 分 集合 a 与 单 集 -{a}; 它们 之 间 
的 关系 是 兰 者 是 后 者 的 唯一 元 素 ， 例 如 、 芭 是 不 全 元 素 的 空 
集 ，、 而 {多 】 是 以 作为 叭 一 元 素 的 集合 。{{ 记 省 是 以 {如} 为 
崔 一 元 素 的 集合 。 做 个 通俗 的 比喻 ,如 把 a 看 作 一 个 田径 运 
动员 ,那么 , 4a} 就 可 以 看 作 以 a 为 唯一 队员 的 田 权 队 ，。 在 适 


中 对 于 命题 Pp，4， 我 们 有 : 1) pVe 张 9Vph ii) pAg ghp. 
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动 会 上 ,个 人 成 绩 和 团体 成 绩 要 分 别 计算 的 。 


56 并 集 
给 定 集 组 加 M， 把戏 包 含 的 一 切 亿 合 合并 忌 来 ,就 是 
说 , 抱 这 此 集合 的 元 冯 流 统 全 亿 灾 ， 红 结 条 人 语 形 耻 类 全 
以 下 公理 做 出 肯定 的 允诺 ， 


并 集 公 理 | 
对 二 个案 组 妈 ， 存在 一 个 集合 4。 愉 好 包 信 


【并 集 公 理 的 注 】 由 外 延 公 理 可 知 ， 并 集 公理 中 的 从 合 
是 唯一 的 . 

为 了 简化 书号， 可 把 公理 中 关于 * 的 条 件 3X(X€ MA 
xEX) 写成 二 Xe M(x eX)”， 或 夹杂 文字 来 表示 成 “x& 
某 个 XE MM”， 

[定义 ] 对 于 一 个 集 组 M， 记 

U(M) 呈 {rlxe 某 个 XeEM}， 
并 称 之 为 集 组 村 的 成 员 国 的 并 集 . 
对 集 组 让 进行 的 动作 Ut  ) 叫 做 对 对 求 并 。 


印 我 们 说 " 沫 组 ”, 指 的 足 “ 以 集合 为 元 素 的 华 合 ”其实 ;我 们 蜡 已 声明 《p.3) 
入 合 的 元 素 还 是 华 合 ,所 2" 集 组 ”" 流 是 集 含 ， 这 时 采用 “ 集 组 ”这 一 鲍 称 
只 是 为 了 分 请 居 次 . 

久 这 里 :我 们 说 对 的 " 臣 员 "， 指 的 是 村 的 元 蒜 * 色 保 组 对 包含 的 集合 这 
也 大 为 了 分 消 层 次 . 
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现在 做 个 通俗 的 比喻 ， 一 个 集合 ( 集 组 ) 可 看 作 是 把 一 些 
物品 放 在 一 全 口袋 里, 当成 一 个 单独 的 因 维 对 象 ， 这 些 物品 
仍 是 集合 ,它们 各 有 自己 的 口 伐 (口红 可 能 交叉 ,)。 对 集 组 求 
并 ,可 雇 比 喻 作 撤 掉 揽 中 之 袋 ( 参 看 图 1). 


字 并 
™ UCm) 
大 口红 发 的 荐 机 的 三 个 碱 员 ; 三 个 撤去 匆 中 之 效 , 得 到 ULMY。 
小 口 卜 装 的 是 这 些 成 员 的 充 素 ， 


区 1 求 并 的 示意 图 


【 注 】 按 定义 ,显然 , 集 组 M 的 任何 成 员 必 是 并 集 U (M) 
的 子 集 , 即 
g VMYX(XEM => XCUCMY)., 

作为 并 集 的 例 示 , 先 看 两 个 简单 情况 . 

【 例 1 U(g) 一 名。 

这 说 的 是 , 集 组 多 本 不 含 任何 成 员 ,把 不 存在 的 成 员 合并 
起 来 ,结果 还 是 空 集 ， 正 式 证 明 如 下 ; 我 们 断定 U() 不 合 
任何 元 素 ,这 是 到 为 ,如 果 不 然 。 即 在 在 某 个 *e U{ 多 )。 则 
按 定义 ,* 属于 允 揭 至少 一 个 成 员 X， 这 是 不 可 能 的 。 各 

【 例 2] UCA)) 一 4， 

这 说 的 是 ,把 一 个 集合 4 同 自己 合并 起 来 ,得 到 的 还 是 4 
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息 已 。 正 式 证 有 明 留 给 读者 。 入 得 注意 的 是 ，U({ 人 i= 多， 
同 US 和) 一样， 
例 1 是 对 空 集 求 并 , 例 2 是 对 单 集 求 并 。 以 下 看 对 侦 集 
求 并 。 设 给 定 偶 集 {4, B}。 我 们 记 
AUB— UUA, Bh: 
并 称 之 为 4 与 8B 的 并 集 。 按 定义 ， 
AUB— lIxlx€ AVxE€ BY. 
容易 验证 ,对 于 集合 A4，B, CC: 
UB 一 BUAD,， 【交换 律 ) 
(4AUB)UC = AU(BUC)@. (结合 律 ) 
Ci 了。 
AU 4, 
通过 并 集 概 念 。 可 以 得 到 侦 集 与 单 集 的 关系 一 一 {a，5} 
就 是 {a} 与 18} 的 并 集 : | 


as 6} = {a}U {lb} (1) 
事实 上 ， : 
xElas ber aVxr— b>rt {lalVre {bh} 

<> x€ {a}U {2}. i 


至 今 为 止 ,除了 空 集 , 单 集 , 偶 集 已 有 明确 的 意义 外 ,具有 
更 多 给 定 元 素 的 集合 还 没有 定义 ， 等 式 (1) 启 发 我 们 ,可 以 用 
个 集 与 单 集 的 并 集 定义 会 集 @ 

{a bs ce} = {es b}U{e}. 


国 署 P15 的 底 注 全 ;1). 

全 用 Pp， 4 记 命 题 ; 我 们 有 : (1) (pV9Vr pVYCaVrY) 
Cii) CpAqIAr ce pACIATY. 

全“ 盘 >”“ 当 ?是 汉字 "三 ”<“ 四 ”的 大 等， 


四 并 和 集 1 


在 此 定义 下 ,不 难 验证 ， 
4 
类 伏地 可 以 定义 台 集 : 
{a, 5, £, 4} CO— {as 6, c}Ut{a}, 
并 且 . 

人 pc 
含有 更 多 的 已 知 元 素 的 集合 可 类 位 地 定义 。 

在 等 式 41) 中 ,如 该 复 is}Ui} 的 本 米 记 法 ;我 们 有 

tas Bl = Ula), (21))., 
读者 可 从 这 里 体会 前 而 说 的 对 集 组 求 并 就 是 “ 撒 掉 谋 中 之 
往 "， 对 集 组 (1s}，{5}} 求 并 ,只 要 撒 掉 内 部 的 花 括 号 就 可 
以 了 . 这 样 的 直观 描述 对 于 有 关 问 题 的 思考 是 有 帮助 的 . 

[ 例 3】 计算 Ut{te, 86}, {56, c}, 4a7y). 

撤 捧 内 部 的 花 括号 ,并 把 重复 的 5 内 写 一 次 ,就 得 到 结果 
{4,5 c,d}， 正 式 验证 也 不 困难 . 

【 例 41 试 证 ， 不 存在 集合 ,包含 一 切 单 集 ，. 

分 析 : 假定 存在 集合 如， 包 当 一 切 单 集 ， 这 就 是 说 B 包 
合 一 切 形 如 {a} 的 集合 ,其 中 a 是 任何 集合 。 如 果 对 B 求 
并 ,就 把 袋 中 之 入 即 每 个 {a} 的 { ”} 撒 控 ， 也 就 得 到 包含 每 
个 集合 «的 “万 有 集 ” 了 . - 

延明 : 没 集 人 台 包 合 一 切 单 集 。 按 并 集 公理 ，U (8) 是 
一 集合 。 对 于 任何 的 集合 ,a t1{a}.。 但 fo}jeEB, 故 aE 
U(B8)， 这样 ,集合 ULB) 就 包含 一 切 集 合 ， 按 定理 2， 这 是 
不 可 能 的 。 有 

本 节 的 大 部 分 内 容 可 能 是 读者 熟悉 的 ， 但 读者 可 能 对 本 
节 引 人 的 求 并 记号 U( ) 的 用 法 还 不 习惯 ， 请 看 下 例 。 
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【 例 5 证 明 : U(4U8)= CUCAOYU(U(B))., 
这 里 ,左边 是 先 求 集合 4, 3 的 并 集 4UB, 然后 把 它 作 
为 集 组 求 并 ( 即 把 它 的 成 员 合 并 起 来 )， 右 边 是 先 把 4, 8 分 
别 作为 集 组 求 并 ,得 到 集合 CD 与 ULB), 然后 求 最 后 两 个 
集合 的 并 集 。 等 式 的 证 拓 如 下 : 
xECUCADUCUCB)) <> rE UCAIYVxE UCB) 
XXE AN+EXNIV(XE BANrEX)) 
< IX((XE AVXEB)}AxEXID 
<>aX(XE AUBNrE XY) 
re U(AUB). 
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上 池 的 并 集 公理 保证 了 把 一 个 集 组 的 一 切 成 员 的 一 苇 元 
素 汇 集 起 来 仍然 得 到 一 个 集 台 .现在 看 一 个 党 组 的 一 切 成 员 
的 共同 部 分 。 要 不 要 设立 新 的 公理 ， 保 证 这 其 同 部 分 是 一 个 
集合 ? 以 下 的 引 理 说 明 : 这 新 的 公理 是 不 必要 的 。 
[ 引 理 】 对 于 集 组 _M 天 多， 集合 
-YE 
存在 且 唯 一 . 
证 由 于 好 天 区 可取 Xu€ M. 了 大 对 于 任 伍 的 < x, 
条 侍 YXCXEM 地 x EX) 同 条 性 
xENoN (YRCNX EM x€EX)) 
外 对 于 命题 p，49，r， 我 们 有 


i) CpYAaAr CPATIVY OIA?)., 
DD PADYT PY NC Yr 


4 和 讼 票 24 


基 等 价 和 的。 用 蕊 作为 子 集 公 理 中 的 包容 集 ， 用 YX(X &€ 
对 => xe 半 ) 作为 子 集 公理 中 的 条 件 C(x)。 则 由 子 集 公 理 
及 其 注 , 知 引 理 中 的 集合 4 存在 且 唯 一 ， 轴 

读者 可 从 引 埋 的 还 明 中 体会 子 集 公理 的 用 法 : 已 知 一 个 

合 论 的 条 件 CCx)。 如 能 找到 一 个 包容 集 8, 包含 满足 

CC) 的 一 切 *。 那 么 我们 就 可 肯定 存在 一 个 些 合 4(4C 
8), 恰好 包含 一 邹 满 足 C (x) 的 x。 在 前 面 的 侦 集 和 并 集 
的 问题 中 ,集合 论 的 条 件 是 具备 的 ,但 可 惜 不 能 为 希望 存在 的 
集合 找到 包容 集 , 就 只 好 为 它们 设立 公理 了 ， 

为 了 简化 节 写 , 可 把 引 理 中 4 的 元 素 的 条 件 YX(X EE 
M 一 xEX) 写成 "WX E M(x EEX)", 或 夹杂 通常 文字 来 表示 
成 “xt 每 个 XE MY”. 

【定义 】 对 于 集 组 M 关 多 。 记 


下 


NN(M) 一 {x|x€ 每 个 XE M1。 
并 称 之 为 集 组 M 的 成 员 的 交集 . 、 


对 集 组 籽 的 动作 几 (。 ) 叫 做 对 站 求 交 . 
[ 注 日 按 定义 ,显然 ,交集 CM) 必 是 ( 非 空 ) 集 组 M 的 


rr 


YX(XEM GDSX)。 
[ 注 2】 对 空 集 求 交 _f( 允 ) 没有 意义 . 
这 是 因为 ,如 对 人 (名 ) 按 定义 邦 样 腻 予 意 六 
NiB)— {xIvX(XE WH > xe XX)}, 
那么 ,由 于 Xe 外 总 是 错 的 ,可 见 条 件 
VX(XEB HIER) 
对 任何 = 成立、 这样; 八 (名) 就 包含 一 荔 的 集合 x， 是 不 可 
能 的 (5 4, 定理 2)， 
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读者 可 能 对 此 辕 惑 不 解 : 空 无 所 有 的 集 组 名 的 “成员 " 的 
共同 部 分 反而 是 ”万 有 和 集 ”! 请 你 本 必 在 此 作 无 益 的 纠 幼 , 只 要 
看 色 , 本 把 们 ($$》 当 作 集 合 , 就 会 导 敏 轴 辑 上 的 矛 古 就 可 以 
Y, 

今后 .对 集 组 M 求 交 时 , 必 先 判 Wi M 并 殉 。 

【 例 1] 对 单 集 求 交 : 有 CU) 一 4. 

这 是 显然 的 

下 面 着 对 侦 集 求 交 ， 设 给 定 偶 集 {4，B}。 我们 记 

ANB = NN({4, BH). 
并 称 之 为 《与 号 的 交 系 ， 按 定 义 。 
1 ANB— {rire AAre B}. 
【 例 2 {a, Bi}N Ib, c} = 458}. 
容易 验证 ,对 - 对 十 集合 A4， B,C: 
有 18 一 8 们 A 《交换 很 
《4NB)NC 一 AN(BNNC)®@，( 结 合 律 ) 
ANBC 4.. 
AND oe . 

以 下 是 运算 U 与 但 之 间 的 联系 : . 

AN(BUC) 一 (4N8)U(ANC)3，( 第 一 分 配 律 ) 

AU(BNO 一 (AUB)N(CAUC).， {第 二 分 配 律 } 

我 们 只 证 第 二 等 式 ， 事 实 上 ,对 于 任何 的 x， 
xE AU(BNC)S> rE AVxt BNC 
> rE AV(xEBArEC) 


名 看 p.15 的 底 往 国 ，4》， 
名 看 p.18 的 底 注 @@， i 
地 看 P20 的 版 往 急 ，i， 
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<> (re AVrEB)IArEAVIECID 
re AIBAreE ALC 
re (AUBINCAUC), ， [| 
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对 于 集合 4， 引 ， 我 们 考虑 4 中 不 属于 B 的 那 一 部 分 元 
素 。 以 下 引 理 肯定 这 一 部 分 元 业 组 上 成 一 个 集合 ， 
【 引 理 ]】 对 于 集合 4，B, 和 集合 
De= {rlxe AN\xKB} 


存在 且 唯一 。 
证 这 里 除 条 件 x* 蕉 B 已 知 外 ,包容 集 4 也 已 经 给 出 ， 
故 边 子 集 公理 及 其 注 ,集合 存在 且 唯 一. [| 
【定义 】 对 于 集合 4，B， 记 
A— Bo {x|xé AArE B}, 
并 称 之 为 集合 4 与 8 的 差 集 . 
一 般 说 来 ,定义 中 的 8 不 一 定 是 4 的 子 全 .不 过 ,在 数学 
各 分 支 中 ,人 们 往往 是 在 某 个 基本 集合 里 考 起 问题 。 恰 定 
集合 E， 如 考虑 的 集合 4。…' 都 是 五 的 子 集 :4C 互 .就 
说 也 一 4 是 4 的 余 集 , 简 记 作 一 4.。 ”关于 余 集 ， 以 下 的 de 
Morgan 法 则 是 常用 的 : 
TAUB NB), 
ANB) = (—AU(—B), 


外 恬 了 .20 的 麻 注 人 @, ii)， 
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证 明 留 给 读者 号. 


$9 答 集 


在 集合 论 中 ,人 们 时 常 考虑 一 个 给 定 的 集合 的 -… 团 于 集 ， 
例如 .全集 {2,5, c} 的 一 切 子 集 可 列举 如 下 : 

区 ,ia (oy, {cys 4as 6)}, {as ec}, {6, ce}, {a 6, c), 
它们 形成 一 个 手 集 名。 一 般 来 说 ,任意 给 定 集 合 4。 以 下 公 
理 保 证 4 的 一 切 子 集 形成 一 个 新 的 集合 : 

午 集 公理 
对 于 集合 4， 存 在 一 个 集合 P， 恰 好 以 4 的 一 
切 子 集 为 元 素 ， 即 

YADPYX(X EE P< XC 


【每 集 公理 的 注 】 由 外 延 公理 可 知 ， 宏 集 公理 中 的 集合 
P 是 唯 一 的 . 
【 定 尺 】 对 于 集合 4。 记 
2 XX A 
并 称 之 为 4 的 里 集 . 
对 集合 4 进行 的 动作 久 ( ) 仙 做 对 4 求 老 ， 
定义 指 的 是 


便 对 于 命题 py 4 我 们 有 : 了 CpY9) 舍 CIP)ACTID; 
PAT) CEI YT. 
区“ 柚 " 是 汉字 "7" 的 大 富 . 
态 关于 不 的 条 件 关 己 44 的 正式 表达 让 为 
Yrr EX EA4Y, 
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VX(XE P(A) > XS. 
可 以 说 ，3| 信 究 集 概念 ， 就 可 把 四 与 4 之 同 的 被 包容 关系 写 
成 XX 与 名 (A) 之 间 的 属 杆 关系 。 


含 一 个 元 索 名 (是 任何 集合 4 的 子 集 )， 如 4 关押， 则 
玉 ( 4A) 至 少 包 含 两 个 是 不 同 的 元 素 8 及 A{A 总 是 自己 的 
子 集 ), 例 如, 2( 吕 ) 一 4} 含有 一 个 元 素 ; 久 (151) = 
{ 和 1 有利 ， 售 有 两 个 元 素 3 玫 人 区， 用 站) = 18， {81} 
广 攻 寺 【 攻 人， 省 有 四 个 元 素 。 等 等 。 
关于 宕 集 ,我 们 有 以 下 的 简单 性 质 : 
ACTB<>B AICHBLB). (1) 
BAIYUPBIICB(AU BY). (2) 
PANP(B) ~ P(ANB). (3) 
请 读者 自己 证 明 (1) ,C3), 以 下 证 朋 (2): 
XE PAIU PBB) 
XEP(AI VXE PLB) 
XCAYVYXCOB 
~> XTCAUB 
> XE PLAUB). | 
这 里 第 一 行 3 第 二 行 全 第 三 行 , 以 及 第 四 行 > 第 五 行 都 按 
定义 是 可 道 的 。 至 于 第 三 行 SS 第 四 行 则 是 根据 4C 4UB 
且 BCAUB, 这 个 全 是 不 可 逆 的 。 从 XX 是 4 U 8 的 于 集 推 
不 出 区 是 A，B 之 一 的 子 集 。 例如 设 A4 一 {a}, B 一 《5 ， 
其 中 关 5, 则 4 一 fa 引 。 这 里 1 8} 是 4 UB 的 子 


中 自然 至 的 概念 是 在 第 三 章 才 引 人 的 ， 盗 黑 * 所 谓 “* 两 个 ?，“ 三 个 ?，“ 四 个 ? 
等 等 只 能 技 其 直观 意义 来 理解 ， 这 些 词语 与 我 们 的 逐 辑 系 弹 无 关 ， 
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从 ,但 它 既 非 4 的 子 集 , 也 非 B 的 子 乐 。 由 此 可 见 , 公 式 (2) 吕 
的 包容 符号 己 不 能 变 为 等 号 . 

在 55, 我们 曾 把 对 集 组 求 并 比喻 作 “ 撤 掉 找 中 之 袋 *， 现 
在 ， 对 集合 4 求 医 可 以 比 瑜 作 在 装 4 的 元 素 的 口 丝 里 添加 
一 切 可 能 的 口 禾 ,每 个 口袋 装 上 4 的 一 些 元 素 , 形 成 4 的 一 个 
子 集 (允许 口 找 交 叉 ， 也 人 允许 口袋 不 装 元 岩 )， 可 以 设想 ， 如 
果 先 对 44 求 村 (在 4 的 口袋 里 请 加 一 切 可 能 的 口袋 )， 得 到 
(A)， 然 后 对 集 组 到 (4) 求 并 ( 撤 掉 贷 中 之 贷 )， 其 结果 
应 还 原 为 4。 这 就 是 公式 

UL 更 (4 一 1 


正式 证 明 如 下 : 
+€ URB(A)) re 某 XE BA) 
环 EE CA 和 = rt dA, 
EA > rE Ul A ), 


但 要 注意 ,车 把 这 里 的 求 宕 与 求 并 的 动作 颠倒 , 则 一 般 只 能 碍 
MCPLUCM)), 

就 不 一 定 成 为 等 式 了 .请 读者 证 明 后 一 公式 , 举 出 等 式 不 成 立 

的 反例 ， 并 用 撒 袋 与 加 袋 的 比喻 考虑 等 式 不 一 定 成 立 的 直观 

胃 释 ， 


习 是 一 


1、 证 明了 4 己 由 人 4 一 
2. 证 明 4C BABCCACCA 二 A= 8aC. 
3。 定 文 { 暂 不 考虑 0， 1, 2, 3 是 否 通常 的 自然 数 ) 
mg 1={0},2=1U{1}, 3=2U{2}, 
1) 将 2，3 分 别 表示 为 侦 集 ; 谷 集 ， 
2) 证 明 0,1, 2 3 各 不 入 同 . 


习 题 一 好 


让 


16， 


志 一 -一 - 


3) 证 明 0 El1€2€3 昌 0cCIC2c3, 
4) 证 明 U(9)=9, UC127=09 UL2) 一 LI U3)=2, 


， 证明 UItdT 一 他。 


， 证 明 
1)》 AUB= BUA. 3) ACAUB. 
2 CAUBIUC = AUCEUCY, 4) A4U 一 4 


， 证明 Ac 8 一 > UCA4)c U(B). 

， 举 出 4 取 B 但 Ut4) 二 UCB) 的 例子 。 
证 明 不 存在 包含 一 切 侦 集 的 集合 . 

“ 设 3={ftts 2}, {2,3}, ti 3}}， 求 


1) UCB), 2) NCB), 3) NCU CEN, 4) UCNCBYY, 


， 假定 实数 集 器 为 已 知 ， 试 化 简 


{rE RIr > aN {rE RI — 2 < | + 31}. 


， 证 明 


13 A4NB= ENA. 人 
2) CANEINC = ANCBNGY). 

3 AN BCA. 

4) ANg = %. 

3) ANCBUCY = (ANBIUCANGY. 


"证明 从 ({4}) 一 4. 
， 证 明 , 若 4，B 非 空 , 则 


NCAUB) = CNCANN CN EEN. 


， 按 第 3 题 的 定义 , 设 4 = {{1, 纱 ， 2, {2}}。 条 


NCYUCA) 一 3)。 


， 证 明 以 下 三 个 命题 同 4 己 了 等 价 : 


DA- B=- ,2) AUB=B, 3) ANE = 4, 
设 吕 是 基本 集 ， 证 本 以 下 两 命 亚 同 4c 8B 等 价 : 
1 4n(- 相 一 5 (498 eV 
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17. 证 明 

1) —CAUB)= AINE). 

2) 一 (了 站 有 一 【一 4)UC 一 下 ) 
18， 证 明 

1) CAN BYIU(A4— BY= 4, 

2 AU(B — AY= AUB., 

3) A— (ANBY= 4 8. 

4) A4— CA 8B)= ANB. 


19. 定义 
AB ={(4— BYUCB — A), 


并 称 之 为 4 与 日 的 对 称 若 梨 ， 证明 

1) 4 全 一 有 ”4 

2) 4-fB-C7y 一 【4577 5D。 

3 AN{BLO) = CAN BY (AN CY, 

4) 4 所 一 了 

5) 《4 B)UC4nB) 一 4UB， 

yA B= Hod= BB, 

7) CB CA 8 
20。 计算 

1) 3— UCPOD). 2) NCU(CPC2) — 2 
21。 计算 

1 URCPCH DD 2) Ng go NN. 
22， 证 明 , 对 于 任何 的 集合 4， 2 € BC2(C2(4))), 
23. 证 表 

13》 ACBesB aay EC Dn. 2) POAIN PCBY = PAN BY 

3) 4C 2C UC4))， 并 举 出 等 号 不 成 立 的 例子 ， 
24。 举 出 sa€4 但 多 (0) 才 2B(A) 的 例子 ， 
25， 证 阴 o€ 4 > (0) € 92(ZCUCAND)Y, 
36， 证 明 多 (04) = 2(B) 一 4 = 日 ， 
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sl1 序 偶 


在 第 一 章 续 ,我 们 曾 定义 了 侦 集 {4, 8}， 在 那 定 站 下 ,我 
们 看 到 {a, 分 一 45; 4}。 轩 此 ,我 们 又 把 候 集 叫做 无 序 侦 ， 
就 是 说 ,在 侦 集 {4 ,8} 中 ,a, 汪 之 词 是 沂 有 先后 次 序 的 ， 在 
数学 中 ,考虑 更 多 的 是 " 序 侦 ”(a ,5)， 通俗 地 说 , 序 偶 就 是 有 
先后 次 序 的 一 对 。 例 如 ,解析 几何 中 平面 点 的 举 柠 (a, 5) 就 
是 实数 的 序 侦 , 除 非 a,5 相同 ，{a, 5) 和 (8, a) 就 表示 不 
癌 的 点 ， 我 们 当前 的 任务 是 ， 用 前 章 已 有 的 概念 定义 序 偶 概 
念 。 这 里 有 一 个 基本 要 求 : 每 个 序 俏 的 第 一 项 和 第 二 项 都 是 
唯一 确定 的 ,这 就 是 说 ,如 (〈e, 8 一 (c,d) 则 必 有 2 一 < 
且 5 一 d， 符合 这 个 要 求 的 定义 不 止 一 个 。 以 下 是 通用 的 
Kuratowski 的 定义 , 它 是 用 一 种 特殊 形式 的 侦 集 米 定义 序 侦 
的 。 

【定义 】 对 于 集合 a， 5 记 _ 


Cr 


并 称 之 为 序 假 ，a TS 8) 的 第 一 -本 慰 ， 叫做 序 个 
(a，5》 的 第 二 -坐标 。 

这 星 , 我 们 本 个 集 {fely 4a，51 定义 了 序 侦 (4a,，5)。 这 

侦 集 的 成 员 是 单 集 ta} 和 个 集 44，5}，a 同时 是 这 单 健 和 个 
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集 的 元 素 而 5 只 是 这 侦 集 的 元 天 ,它们 处 于 不 同 的 地 位 ,从 而 
把 它们 区 别 为 序 偶 〈e， 区 的 第 一 坐标 和 第 二 坐标 ， 不 过 , 单 
单 能 把 4a, 区 别 开 来 是 不 够 的 (做 看 习题 二 ,第 1 题 ), 序 个 的 
定义 应 满足 下 面 提出 的 基本 要 求 ; 

【定理 1 (eeB) 一 《ed)< aa 一 上 人 户 一 d. 

证 ”和 部 分 显然 ， 只 证 一 部 分 ， 设 (4,5) 一 (+, 4), 即 
设 ttety 4a, 51 一 人 cy {ce,4}}， 我们 有 加 

或 者 1) {fa} 一 ct 人 {e585} 一 ,dd}， 此 时 国 


am~cA(lta=ehb= dV(a = dN bc)), 


或 者 D a 一 cAb dd 
或 者 iD a=cA(a—dhb—=e), 此 时 4 =#=c= 
4， 是 让 的 特 玫 情况， 
或 者 2) lal 二 {c,d}A{a, bi— {el,Bame=dAh 
< 一 ea 一 5 此 时 又 得 到 一 5 一 cd 和 
在 具体 运用 中 ,关于 序 偶 ,往往 不 直接 引用 它 的 定义 ， 而 
引用 反映 其 菇 本 特性 的 定理 1， 


DD {rr} = {es vt HAV = AY #1), 
事实 上 ;由 司 设 ，z，Y 都 是 个 党 {a，z 的 元 素 : 


Cr Vx A 0), 


或 者 1 zy 

起 者 2) x Ay = 

或 者 Ay 此 时 ，x my 由 Tas so {x yp} {x}a 
散 er 

或 者 4 # evAY wv， 此 时 间 样 有 ww 二 ve 

但 情形 379 4) 是 情形 站 二 2 的 特 珠 情况 ， E 


$7 入 卡尔 各 站 


$2 和 销 卡 尔 积 


设 已 知 集合 4, 8B， 考 虑 这 样 的 序 偶 (a, 好: 其 中 af 
毛 , bt B， 现在 看 ,一 切 可 能 的 这 样 的 序 偶 是 否定 能 形成 一 
个 上 集合? 换 句 话说 ,满足 条 件 名 
at A3Bb EE B(xr = (a, 5)) 
的 一 切 * 是 否定 能 形成 一 个 集合 ?只 要 为 它们 找到 一 个 包容 
党 就 可 以 了 。 我们 知道 ， 
(as 68) — {a}, {oe, 2. 
由 于 a€4 且 bEB, 下 {a}CACAUB EE!{a, Bb)ICAUB., 
由 此 得 到 fate P(AUB) 且 ta, be (AUB), 从 而 ,出 
{a}, ta, 5} 组 成 的 侦 集 (4, 5) 是 (AUB) 的 子 集 ,这 就 
是 说 x 一 (a, 让 6 加 (9P(AU8B8))， 后 者 就 是 我 们 需要 的 一 
个 包容 集 。 由 子 集 公 理 及 其 注 , 以 下 引 理 成 立 : 
【 引 理 】 对 于 集合 4、B ,集合 
Po {zl9a€é A3be Blx ~ (a, bY)} 
存在 且 唯 一 . 
引 理 中 的 了 还 可 再 简写 为 
Pi{(a, blaée AAMbE B). 
【定义 对 于 集合 4， 吾 。 记 


名 这 里 是 正式 条 件 的 简写 ， 在 前 章 , 沽 虑 的 问题 比较 简单 ， 当时 关于 集合 元 
来 的 条 件 都 可 较 轻 易 地 按 那 一 章 的 寻 的 规定 写 出 ， 乔 荐 概念 的 积累 《 原 
始 报 念 定义 新 慨 念 ;新 袜 念 定义 更 新 的 概念 ,等 等 ， 如 果 总 是 用 符合 第 一 
章 。$3 规定 的 公式 来 表达 集合 元 宗 的 条 件 ; 就 将 越 来 墟 四 ,而且 将 越 来 赴 
远离 真 观 、 这 样 * 我 们 就 不 得 不 采用 简写 的 公式 《甚至 夹杂 通常 文字 ) 来 
表 术 条 件 ;但 要 求 这 些 简写 的 公式 确 能 最 终 还 原 为 正式 的 公式 . 
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AXB= ta, blaE AAMBbEB}, 
并 称 之 为 4 与 有 4 与 8B 的 馆 卡 尔 积 ， 
例如 ,如 认为 实数 集 ( 实 数 轴 ) 民 为 已 知 , 则 是 X 有 就 
是 数 平面 , 它 的 元 索 就 是 数 平面 上 点 的 和 卡尔 坐标 ， 这 就 是 
“ 铠 卡尔 积 ” 一 词 的 米 源 . 
以 下 是 箔 卡尔 积 的 一 些 简单 性 质 : 
ACCABED 2 AX BEC XD, 
AXCBUC (AX BUCAXCY. 
LRBT OA SVB G.. 
请 读 浴 自己 验证 。 对 于 向 卡尔 积 ,交换 律 4XB=BX4 
显然 不 一 般 成 立 ， 


$3 关 系 


不 论 在 日 常生 活 中 或 在 数学 中 ， 我 们 部 经 常 遇 到 "关系 ” 
这 个 概念 ,如 父子 关系 ,同学 关系 .等 于 关系 ,小 于 关系 ， 属 于 
关系 .函数 关系 等 等 。 本 节 将 给 关系 竹 念 设立 一 个 数学 定义 . 
为 了 生发 , 先 看 一 个 生活 中 的 例子。 有 了 两 个 男人 X，Y 和 三 
全 男孩 *:，y，z。 慨 定 X 是 + 和 > 的 父亲 ,了 是 = 的 父亲 .我 
们 把 父亲 写 在 前 面 ,把 儿子 写 在 后 面 ,就 卫 成 了 三 个 序 偶 (X， 
*),(X, y),(Y, z)， 这 些 序 侦 组 成 的 集合 {(X,x), (X,y)， 
(Y,#)} 就 确定 了 这 些 人 之 癌 的 父 闻 关系。 再 看 一 个 数学 中 
的 例子 。 我们 殷实 数 * 写 在 前 面 ,把 它 的 正弦 信号 在 后 面 @ ， 
就 配 成 一 个 序 侦 。 这 样 的 一 切 序 侦 组 成 的 集合 {(x，y) < 


二 我 们 在 举重 时 ， 有 时 引用 本 书 前 面 没有 站 及 到 但 认为 读者 已 知 的 概念 误 
兰 果 ;其 至 举 出 本 活 中 的 例 于 ， 这 些 例子 的 出 现 不 影响 正文 的 钦 辑 系统 。 


3 基 系 对 


只 x 民 |y 一 sin x} 就 确定 了 定义 在 实数 轴 中 上 的 正弦 函数 
关系 ， 

[定义] 一 个 以 序 候 为 元 素 的 集合 RR 叫做 一 个 关系 . 即 ， 
集合 RR 叫做 一 个 关系 ， 当 生 仅 当 

这 里 定义 的 关系 概 念 是 非常 一 般 的 。 不 过 ,应 该 指出 :第 
一 .关系 的 元 素 必 须 都 是 序 价 ,不 得 换 杂 其 他 的 储 合 ;第 二 ,这 
些 序 侦 必 人 须 组 成 集合 ,不 能 温 无 边际 例如, 一切 序 偶 就 形成 
”不 了 集合 (习题 二 ，2)。 
按照 通常 的 写法 , 当 民 是 一 关系 时 。 也 把 〔〈ey 8)ERR 记 
作 zRR5 

【 例 1] 设 给 定 集合 4， 则 ! 

R= {tx, x)|x€ A} 

就 是 一 个 关系 ,这 是 因为 ,RR 有 包容 集 4 X 4. RR 就 是 集合 
所 中 的 等 于 关系 . 

【 例 2] 设 给 定 集合 E， 则 

R= {(.4, B)|A, BCEANVr(x EE Ax EB)} 

就 是 一 个 关系 ,这 是 央 为 有 包容 集 人 (EE) X 2(E),， RR 
是 上 的 子 僻 之 间 的 包容 关系 ， 

的 关系 的 例子， 

给 定 一 个 关系 R。 就 是 说 ,给 定 一 个 由 序 伪 组 成 的 

入 KR， 以 下 引 理 肯定 这 些 序 偶 的 第 一 华 标 和 第 二 笃 称 也 分 
别 组 成 集合 ， 、 

上 引 理 】 对 于 关系 玉 ， 以 下 丸 合 分 别 在 在 昌 叭 

A= {rayt(r, 志和 及， 吾 一 人 | 3ax((Czy y)€ R)j, 
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证 我 们 只 证 4 的 唯一 在 在 性 。 为 它 找 到 一 个 包容 集 就 
可 以 了 。 事实 上 ,所 衣 《x,y) eRR, 就 是 侦 集 x), (x,y}} € 
六 .这 说 阴 4x} 属于 以 的 一 个 成 员 , 故 {x} E UCR)， 这 又 旗 
明 * 属于 UR) 的 一 个 成 员 , 故 x*€ U(U(R))， 由 于 集 公 旨 
及 其 注 , 知 集合 4 存在 且 唯 一 . | 

把 这 引 理 钢 证 明 同 $2 的 引 理 的 证 明 对 比 一 下 是 有 益 的 ， 
我 们 曾 在 第 一 章 的 $6 和 $9 分 别 用 “ 撤 掉 找 中 之 多 ”和 “在 口 
揽 中 添加 一 切 可 能 的 口 缆 "来 比喻 对 集合 求 并 和 求 夫 。 现在 
仍 借用 这 两 个 比喻 的 语言 , 在 本 节 引 理 的 证 明 中 ,是 从 {{x}， 
{x, yeR 出 发 ,去 寻 抽 x 属于 怎 料 一 个 集合 。 x 处 于 尺 的 
口 抠 里 的 两 层 口 筑 之 中 。 对 尺 连 续 求 并 两 次 。 就 把 两 层 口 侦 
撒 掉 , * 也 就 露出 在 UCULR)) 的 口袋 之 中 了 。 在 32 的 引 理 
的 证 明 中 ,是 从 ee 4, 85EB 出 发 ,去 寻找 {{a}, {a, 引 } 属 
于 怎样 一 个 集合 。 这 个 偶 集 是 在 44 UB 的 口红 里 添加 两 层 口 
笋 而 得 到 的 ， 对 4 U 5 连续 求 宰 两 次 ， 就 添加 了 两 诗 一 切 可 
能 的 口袋 , 形 如 {a},{a, 中 )} 的 成 员 也 就 在 2(P(AU B8)) 
口袋 里 面 形 成 了 

【定义 】 对 于 关系 RR, 记 

dom (R) — {x|3y((x, y) ER))}, 
并 称 之 为 尽 的 定义 域 ; 记 

ran(R) = {y|3x(tx, y) € R)}, 
并 称 之 为 灵 的 信 域 团 ， 

例如 ,在 上 面 的 例 1 中 。dom (R) 二 ran {RR) 一 4， 在 
鲍 2 中 ，dom (R) 一 ran (R) 一 哎 ( 五 )， 文 如。 如 严 一 %， 


图 99m 是 英文 domaia 的 绩 写 ，ran 是 英文 tange 的 编写 ， 


er 


domt RY} 


图 2 定义 域 与 值 域 示 意图 
则 dom (R) 一 ran(R) 一 儿 ， 如 RR 一 4X， 其 中 全 关 见 
号 BN dom (RY = 14, ran (R= 8B. 

利用 几何 术语 ”关系 RR 的 定义 域 也 可 称 为 R 的 第 一 坐标 
捞 影 ; 尺 的 值 域 也 可 称 为 RR 的 第 二 坐标 投影 (参看 图 2). 

在 以 上 的 议论 中 ,关系 概念 是 非常 一 般 的 ， 不 管 心 样 的 
序 偶 组 成 的 全 体 , 只 要 它 是 集合 , 它 就 是 一 个 关系 。 在 数学 的 
各 分 支 电 ， 人 们 往往 考虑 两 个 集合 之 间 的 关系 和 一 个 健 合 里 
边 的 关系 。 

对 于 集合 世 ，Y 和 关系 RR。 当 且 仅 当 了 R 是 多 XY 的 子 
集 , 即 RCXXY 时 ,说 RR 是 XX 与 Y 的 一 个 关系 . 

例如 ,以 上 例 1 中 的 关系 尺 是 并 与 4 的 一 个 关系 ; 例 2 中 
的 关系 尺 是 P(E) 与 P(E) 的 一 个 关系 ; 笛 卡 尔 积 4 XB 是 
4 与 B 的 一 个 关系 ; 空 集 甸 是 名 与 任何 集合 4 的 唯一 关系 ， 

显然 , 当 尺 是 区 与 Y 的 关系 , 即 RCXXY 时 ， 

dom (R)CX, ran (R)CY. 
更 特 萄 的 情况 是 一 Y， 对 于 集合 区 和 关系 尺 。 当 和 且 
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仅 当 R 是 xX 与 X 的 关系 ,; 即 RCXXX 时 ,说 R 是 X 中 的 一 
个 关系 
傅 如 ,以 上 例 1 中 移 关系 尺 基 有 4 中 的 关系 ; 例 3 中 的 尺 是 
(EE) 中 的 关系 ; 空 华 色 是 名 中 的 唯一 关系 。 
tL 例 3】 假定 正 整 数 集 ZY 为 已 若 ， 关系 
R= {{n, m) EZ x ZtlIiE Z'(m— tt} 
就 是 ZZ! 中 的 小 于 关系 "<"， 对 于 (x, 二) E“ < 。， 通 涝 记 
六 < 二 
【 例 4] 假定 整数 集 Z 为 已 知 ， 当 且 仅 当 两 整数 之 差 
# 一 于 能 被 3 整除 时 ,说 nRm、， 就 是 说 
R={{(n, me x Ze Zn m= 3)}, 
R 是 乙 中 一 个 关系 。 


$4 等 价 关 系 


我 们 先 看 一 -个 集合 X 中 的 等 于 关系 “二 ”*”。 我 们 知道 ， 对 
于 尾 何 的 x，Y, 2 EX 


1} xz 一 > 


2 zy y= 

3) 一 Y 人 一 只 车 
以 下 介绍 的 等 价 关 系 是 等 于 关系 保留 这 三 个 基本 和 性质 的 推 
广 。 

定义 】 集合 X 中 的 一 个 关系 RR 册 做 等 价 关 系 。 当 且 仅 
当 , 对 于 任何 的 x,y。z2€XX， 

1) ( 自 反 福 ) xRx， 

27 { 洁 称 性 ) xRy 全 YRx， 


他 ”等 价 关 杂 拉 


二 一 -一 一 一 


3) 【传递 性 ) xRy 人 人 YRz 过 xR, 


当 卫 是 等 价 关系 且 xRy 时 ,我 们 说 x 等 价 于 yy， 既然 
有 对 称 性 ,也 不 妨 说 x*，y 互相 等 价 ， 

不 难 验 证 ,上 节 末 尾 例 4 的 R 是 等 价 关系 ,而 例 3 的 三 则 
不 是 。 

【 注 ] 在 上 节 , 我 们 定义 X 中 的 站 系 尺 时 ， 只 要 求 RC 
广 X 天 ， 从 和 市 只 能 推出 dom (R})CCX，ran (RR) 喧 革 ， 这 就 是 
说 ,一 般 来 说 ,一 个 集合 X 中 的 关系 尺 , 共 定 义 域 和 值 域 都 是 
针 的 于 集 ,但 不 一 定 充满 XX。 不 过 ,如 鲜 起 区 中 的 等 价 关 系 ， 
则 : 


dom (R) = ran (R) 一 


事实 上 ,由 R 的 自 反 性 ,对 于 任何 的 x€ ,都 有 Cx x) 
民 , 可 见 x* 必 属 于 dom (R) 和 ran (R). 证 

由 证 明 还 可 看 出 , 对 于 集合 站， 等 于 关系 是 任何 等 价 关 
系 的 子 集 , 攻 可 说 ,等 于 关系 是 最 小 的 等 价 关系 。 另 一 方面 。 
性 X 瑟 是 最 大 的 等 价 关 系 ， 即 X 中 的 任何 等 价 关 系 都 是 等 价 
关系 天 Xx 六 的 子 集 ， 

与 等 价 关系 密切 联系 着 的 有 了 以 下 的 等 价 类 概念 

【 定 尺 ] 设 给 定 集合 XX 及 其 中 的 等 价 关 系 R， 对 于 每 一 
x€， 把 -- 女 与 x 等 价 的 > 组 成 的 区 的 村 和 集 册 做 x 的 R- 等 - 
价 类 , 记 以 [x]ls,， 即 

Lx]lr = {y€ XIxRy}. 

例如 :如 尽 指 的 是 工 中 的 等 于 关系 ， 那 么 ,对 于 每 个 x* € 
和 ，[x]z 就 是 单 集 {x}。 如 所 说 的 等 价 关 系 是 上 节 末 尾 例 4 
的 尺 ， 那 么 ,对 于 每 一 PE 了 2。 
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[ol 一 fn 一 3rrec 习 1. 
【定理 2】 设 给 定 集 合 必 及 其 中 的 等 价 关 系 及 ， 对 于 任 
何 的 x, y&€ XX， 


lel Lyle Ry.. 


证 1) 设 [x)x 一 [yl]r. 让 自 及 性 ,yeElyjk, 起 y€ 
[x]x， 按 定义 , xRy, 

2) 设 xRy，。 如 sx€[y]rs 即 yRz, 则 由 传递 性 ,xRz, 即 
Ex]。 另 一 方面 ， 册 对称 性 ， 假 设 xRy 等 于 假设 yRx. 
因此 ， 完 全 一 样 地 ， 由 se [x]x 推出 se [yls， 最 后 得 到 
[x]a 一 【y]zx。 由 

【推论 】 没 给 定 集合 多 及 其 中 的 等 价 关系 及 ，。 对 于 任 向 
的 了 E 全 ， 


xz 了 属于 同一 等 价 业 < 寺 > xRy. 


这 是 显然 的 . 

在 不 少 场合 ,需要 对 一 个 给 定 的 集合 蕊 进行 分 类 , 即 把 集 
合 X 划 分 成 一 些 子 集 , 变 求 : 1) 不 鹿 掉 的 任何 元 素 ; (2) 两 
个 不 同 子 集 不 和 重合 ， 正 式 定义 如 下 ; 

【定义 】 设 给 定 集合 XX， 由 XX 的 非 空子 集 租 成 的 集 组 五 
叫 艇 的 一 个 分 类 , 当 且 仅 当 ; 

1) U(N) ~ X, 

2) YA BEN(AF B= ANB = $). 

以 下 是 等 价 关 系 与 集合 分 类 的 重要 联系 : 

【定理 3] 设 给 定 集合 X 及 其 中 的 等 价 关系 R， 那么 ， 
XX 的 一 切 等 价 类 的 集合 


$5” 关系 的 逆 与 复合 3 


lee 

证 1) 对 于 任何 的 EX， 由 自 反 性 ，YE [xlx&P， 歼 
x*€ UtP), 于 是 XCUCPD 号 一 方面 ,显然 UC(P)CX. 

2) 我 们 证 明 , 如 两 个 等 价 类 [*3a 与 [yz 有 共和 元 案 ， 
它们 必 重 合 。 事 实 上 , 如 stlx]s 且 xs€[yjx,， 即 “Rs 且 
YRz， 则 由 对 称 狂 及 传递 性 ，xRy， 按 定理 2， 

[rle = [ylr. 

把 定理 3 间 定 理 2 的 推论 结合 起 来 看 ,可 以 说 ,一 个 集合 
Xx 中 的 -个 等 价 关系 给 出 的 一 个 分 类 ， 每 一 类 中 的 元 素 孝 
互相 等 价 ，。 而 县 互相 等 价 的 元 素 必 在 间 一 状 ， 

定理 3 中 的 分 类 P 串 做 集合 XX 的 了 -高 集 , 记 为 X/R: 

XIR= {[xlx|x€ X}. 

例如 ，$ 3 末尾 例 4 的 等 价 关 系 呈 把 整数 集 Z 分 成 三 个 

等 价 类 : [0]x, [1]s, [2]x， 商 集 是 

ZIR = {LO [ll]e, [2]r}. 
这 里 [D0]r 包含 0, 3, 一 3, 56, 一 6, 等 等 ;[1]x 包含 1, 4, 一 2， 
?9 —3, 等 等 ; [2]s 包 合 2 5, 一 1， 8, 一 人 ， 等 等 。 


$5 关系 的 逆 与 复合 


还 从 $ 3 开头 所 说 的 父子 关系 说 起 ， 当 了 时, 我们 说 屎 一 
{XX*),， (X,Y),《Y ,x)} 确定 了 一 些 人 之 间 的 父子 关系 , 例 
如 ，( 儿 ，zx) & 站 意味 著 XX 是 x 的 父亲 。 这 关系 可 以 倒 过 来 


二 这 指 的 是 :对 于 一 避 x EX 等 价 汪 5rJs 组 成 的 舍 各. 不 过 ;如 xRy， 出 
[zjz 与 [>]n 重 台 :这 时 [*]a 与 [yjx 是 同一 等 价 类 ， ， 
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看 . 序 侦 的 集合 x, 闫 ), fy， 和) (2 了)} 确定 了 这 些 人 之 
疗 的 子 父 关系 ,例如 ，(x, 及 ) 恬 于 这 关系 写 昧 着 x 是 区 的 儿 
对. 在 数学 中 也 有 类 似 的 情况 ,在 $3 的 例 3 中, 我们 看 到 ， 正 
整数 集 鼠 ” 中 的 关系 R 一 (n,m)€2' X 2Z*13j€2Z*(m 一 
?十 让 } 是 Z+ 中 的 小 于 关系 。(n, 机 )€ 民 内 昧 着 # 之 吉 . 
在 演算 中 ,为 了 方便 ,有 时 也 写 入 > 3 就 是 说 # 之 可 守 访 
mm ET xX ZC' IE ET 
5 十 门 }、 后 一 集合 就 是 忆 ! 中 的 大 于 美 系 。 及 曙 ， 


R— {Gx, Wr ye RA—I Er Ay sine} 
是 定 文 在 实数 区 间 | 一 三， 三 | 上 的 正 驴 函数 关系 ,而 


(CG, nr, ye RA < xe 


Y= sn 
就 是 反正 弦 涵 数 关系 ， 以 下 是 关系 之 逆 的 数学 定义 ; 
[定义 】 对 于 关系 RR, 记 


R ACyy xs)|(r, 1 ER}, 


并 称 之 为 关系 RR 之 谤 ， 
这 就 是 说 ， 
Ry < YR x 
例如 Zt! 中 的 小 于 关系 "一 ”的 道 就 是 大 于 甘 系 ">>” 又 
如 等 价 关 系 ( 包 括 等 于 关系 ) 由 于 有 对 称 性 ， 它 与 自己 的 弟 重 


合 . 


【 注 显然 ,对 于 和 任何 的 关系 RR， 
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_dom (R ') 一 ran CR), ran (RT) = dom (R). 
【定理 4] 对 于 任何 关系 RK， 
(Ro RR, 
证 (x,y}€ RE x) ER Sx ECR 
以 下 考虑 关系 的 复合 。 仍 以 父子 关系 5 一 {(X,x), (XX， 
(YY ,2z)) 为 例 ， 又 假定 4 是 外 的 父亲 , 即 了 又 有 了 一 个 父子 
关系 及 一 人 (4。X 人 .把 两 个 父子 关系 "复合 "起 来 ,就 得 笃 
一 个 福 孙 关系 td， zx) (有 4; 7)}，。 了 又 如 , 设 
R= {tr, ERX Rlr= yy}, 
So=i{(y, 2 ER Xx RIy=—st+ 1}, 
招 这 两 个 关系 " 复 台 "起 来 :就 得 到 关系 
{lx, 2)ERX Rix~ (zs + 1¥)}, 
[定义 3 对 于 关系 中 和 3， 记 


并 称 之 为 关系 RR 与 5 的 复 侣 ， 
这 战 是 说 ， 
ASoR)s a(RyA yss). 
例如 , 设 RR 一 1, 2), (1, 3)Y, 5 = {C1, 4)，(2, 5)}, 
SoR 一 {(1, 5)}, SoR! = {2, 4), (3, 4)}, Ros 一 , 
RioS— HB. Rios!— {(5,1)}. 
又 如 ,对 于 上 例 的 关系 R,, 5,， 


SoRi = x YER Xx Rir= (y+ 1)}, 
RoS, 一 {Cx, yjéERXxX RIr— 站 十 1}. 


ep ee 


然而 ,结合 律 总 是 成 立 的 ; 
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【定理 5】 对 于 关系 R, 5， 了 了。 
To(SoR) 二 (To5)oR, 
证 (zx, #)€ To(SoR) 
> ellx, s) E ScRA(2, neET) 
Iyer, HIE RACyY, s) ESA(s, neT) 
> ay(r, I E RACy, 4) € To5) 
x) ECToS)oR ， EE 
以 下 是 关系 的 道 与 关系 的 复合 的 联系 : 
【定理 6]】 对 于 关系 民 R， 5, 
(SoR)T! — RioS7. 
证 (Cx, 2) € (SoR): 
< ER 
Iy((s EE RACY, xr) € 5s) 
> 3x FE SA (Cy, 2) EE R71} 
> (x se Rio5- E 


$06 国 数 


我 们 知道 ,由 序 侦 组 成 的 任何 集合 了 都 是 关系 ,对 于 任何 
*E€dom(R)， 介 许 不 同 的 ”和 它 配 对 ,使 (x, y) € R (人 参 奢 
2)， 流下 定义 的 函数 是 一 种 特殊 类 型 的 关系 , 要 求 对 于 其 
定义 域 中 的 每 一 个 x*， 只 有 一 个 第 二 坐标 » 和 它 配 对 ， 使 
《x*。，?) 在 这 关系 里 (参看 图 3)， 

【 定 余 】 一 个 关系 五 吓 做 一 个 画 数 ， 当 aa 当 县 仅 当 对 于 任何 
的 za 直人 CS 所 风 X 妆 最 刘 - 的 则 。 


Te 


$6 霄 数 全 


第 一 些 标 轴 


图 3 地 数 据 念 示意 图 


当 (x, 站 属于 图 数 F( 即 xFy) 时 ,我 们 记 
yo— 了 


如 
或 x > y, 


并 称 F(x) 为 函数 在 x 的 值 ， 也 说 在 请 数 P 下 ,与 * 
对 应 ， 
如 区 是 函数 R 作为 特殊 类 型 的 关系 ) 的 定义 域 ， 且 了 是 
互 的 值 域 的 一 个 包容 集 : 
dom {F)™— X, ran (FCY, 
就 说 户 是 从 XX 到 Y 内 的 一 个 冰 数 , 记 为 
五 :一 了 
光 时 : 世 说 己 是 从 式 到 立 内 的 一 个 路 射 。 
当 XX 一 dom () 时 。 有 时 说 下 是 定义 在 上 的 应 数 ， 
在 数学 的 各 分 支 里 ,按照 *，Y 的 不 同 涵义 。 有 时 也 把 
下 :一 了 叫做 变换 , 算 子 ,证 天 等 等 。 
【 例 1]】 设 给 定 集合 和。 如 下 定义 1x: 对 于 每 个 x& 六 ， 
Txtry) = x, 
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图 4 人 异 等 旺 数 示 芒 图 图 5 特征 函数 示意 图 


东 数 Tx 叫做 区 上 的 重 等 函数 。 它 就 是 乏 中 的 等 于 关系 【〔 参 
看 图 4). 
L 例 2] 设 给 定 集 合 天 ，Y。 设 
pr: XXY—>X, 其 中 p(x, y) 一 x; 
Pt XX XY>Y， 其 中 p(x, 7) 一 y, 
记 和 p; 分 别 叫做 从 和 关 了 到 和 和 到 了 的 投影 函数 。 
【 例 3】 设 给 定 集合 X 卓 4CX， 设 Cr RXR 一 0, 1}), 
其 中 
Ii， 当 xE A, 
0 [ 当 x 入 A4. 
艾 数 Cs 叫做 定义 在 X 上 的 4 的 特征 函数 ( 套 看 图 5)。 
【 例 4] 设 及 是 集合 X 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 如 下 定义 
中: XK/R: 
px) — [x]r. 
映射 申 旦 做 集合 和 到 它 的 商 集 X/R 的 自然 快 射 〈 或 称 标准 
有 贞 射 )， 例 如 :在 $ 4 末尾 的 例 中 . p(0) 一 of(3) 一 gp( 一 3) 二 


四 浮 Ei 4 


10]r,， 它 是 包含 0, 3, 一 3, 6 等 等 的 集合 。 叉 如 ， 
PI) = pA4) = pl 2} = [1]r, 
Pm(2) = (5) — p(t 1) = L2jxr,. 

【 例 53 设 给 定 集合 XX。 我 们 把 任何 的 请 : XX XX 一 XX 
叫做 壬 中 的 一 个 适 算 例如 ,实数 集 民 中 的 加 法 ,减法 和 葬 
法 都 是 民 中 的 运算 。 

现在 著 虑 以 下 的 问题 : 设 X. 是 给 定 的 集合 。 我 们 看 
从 六 到 Y 内 的 函数 下 ; 革 一 了 Y， 这 样 一 切 可 能 的 能 否 形成 
一 个 集合 ? 从 具体 的 例子 看 一 看 : 设 关 一 了 一 和 .从 尺 到 
及 内 一 切 可 能 的 函数 可 以 想象 是 非常 之 多 的 ， 它 们 还 能 形成 
集合 吗 ? 对 此 ,我 们 有 以 下 的 定理 : 

{定理 7】 对 于 集合 和 ， 了， 一 切 F: X 一 YY 给 成 一 个 
.集合 。 

证 只 要 找到 包含 这 里 一 切 F 的 一 个 包容 集 就 可 以 了 . 
接 定 义 ， 

dom (F} = X, ran (FPF)CY 
所 以 (x, YE Fe (x, YE dom (F) X ran (FYCX x YY, 
故 FCX Xx Y, 抽 FE BB(X x YY), E 
【记号 Y*】 我 们 用 Y*” 来 记 从 XX 池 Y 内 一 切 映 射 的 集 


FH. 
例如 ,从 如 到 是 内 的 一 切 函 数组 成 集合 RR, 
[ 注 1】 Y? 一 {多 )， 这 就 是 说 ,从 到 任何 集合 Y 的 唯 
二 号 射 是 灾 集 多 本 身 : 即 、 
王 是 从 人 到 了 的 对 射 <> 了 一色 
事实 上 ， 设 F 蚌 从 名 到 Y 的 映射 。 如 正夫 名 , 则 存在 
(rx; yJe F, 于 起 xE dom(F), 从 而 dom() 尖 名, 与 显 请 
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矛盾 。 另 一 方面 , 设 二 多。 则 

1) FF 一 3 是 关系 , 且 dom (fF) 二 人 @,ran(F)~ GC 
Y, 

2) FF 一 名 是 陵 数 。 这 基因 为 ， 对 于 任何 的 +，y，%， 
(xy 7)E GG 同 (x, se 好 都 是 错 的 。 所 以 

Vx, ys st (x IE GA, 7)E BESY = 5) 
总 是 对 的 。 
在 注 1 中 ,不 排斥 YY 一: 2? 一 {gg}. ， 
【和 注 2 如 半天 名 则 名 * 二 儿 。 这 就 是 说 ,从 非 空 集 
合 到 空 集 名 的 映射 不 存在 . 

事实 上 , 设 X 尖 名 , 且 存 在 F; X 一 ZH， ， 取 xX 一 
dom《(FPF)。 按 关系 的 定义 城 的 定义 . 存在 y, 使 (x, y)€ 下 。 
于 是 ye ran {F), 可 见 ran (FF) 天 已， 与 题 设 矛盾 . 用 

注意， 定理 7 说 的 是 对 填 给 定 的 集合 在 ，yY， 一 切 国 数 
EX 一 了 形成 一 个 集合 。 如 果 对 定 疼 域 越 值 域 不 加 限制 , 例 
如 ,一 苇 函 数 就 不 能 形成 集合 (参看 习题 二 ,第 21 题 )。 

在 函数 概念 里 我们 规定 了 第 二 坐标 的 单 值 性 ,而 对 第 一 
坐标 的 单 值 性 并 没有 做 一 般 的 要 求 。 在 众多 的 数学 问题 中 ， 
我 们 还 希望 函数 具有 后 一 单 值 竹 。 

《定义 ]】 设 给 定 函数 中， 当 且 仅 当 对 任何 的 y， 使 y 一 
F(x) 的 = 总 是 唯一 的 , 即 , 对 于 函数 了 ， 

Vr, ys a (x YE FAs TIEF r= 2), 
就 说 疙 数 F 是 单 叶 的 。 名 
读者 可 以 举 出 息 多 单 叶 的 和 非 单 吓 的 函数 的 例子 。 


名 不 少 书 籍 把 单 叶 国 数 岂 做 “一 一 务 数 ?> 为 了 区 列 于 传 绕 的 * 一 一 对 应 ”9 
本 书 不 采用 这 个 名称， 
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在 单 叶 泛 数 的 定义 中 ， 并 未 于 先 指明 FF 基 哪 一 集合 到 哪 

一 集合 内 的 潍 数 。 当 然 , 定 义 也 包括 映射 :外 一 了 的 情形 . 
雇 下 专门 荐 虚 从 一 个 集合 到 另 一 集合 内 的 映射 FF: XX 一 

Y， 按 定义 ,我 们 只 要 求 ran (了 ) 是 了 的 于 集 , 它 不 一 定 充满 

Y。 例 如 , 设 F; 用 一 是 如 下 定义 ，F(x) 一 x*。 则 

ran (F} = {0}U RT+, 


并 不 充满 此 . 
[定义 】 对 于 耽 身 Ps XX 玫 Y， 当 县 仅 当 
ran (FF)=Y 
时 ,说 也是 从 XX 到 Y 上 的 映射 (省 数 ), 也 说 映射 P: XY 是 
满 占 的 ， 


例如 ,由 (x) 一 局 定义 的 肌 射 ;此 一 民 就 是 满 占 
的 ， 

满 占 映 射 的 定义 只 是 在 事先 指明 关 是 从 一 集合 X 到 一 集 
售 了 内 的 了 英 射 时 才 有 意义 。， 如 果 像 单 叶 函 数 定 义 那 样 ， 不 
事先 指明 FF 是 哪 一 集合 到 哪 一 集合 的 函数 ， 那 么 ，F 永远 是 
domtFP) 到 ran (FF) 上 的 满 占 有 陕 射 ,定义 就 变 成 多 余 的 了 。 

为 了 简便 。 当 Ff: X~>Y 了 是 单 叶 映射 时 ,可 叮 徐 音 射 ; 当 
它 是 满 占 映射 时 ,可 是 做 满 射 . 

当 且 仅 当 F: XY 是 单身 昌 是 满 射 时 ， 说 它 是 观 身 ， 
或 说 下 是 以 X 到 了 上 的 一 一 对 应 . 

例如 ,由 F(z) 一 和 定义 的 F: 民 一 有 就 是 从 及 到 及 
“上 的 一 个 一 一 对 应 ， 

最 后 :我 们 引信 有 半 函 数 的 另 一 名 称 。 我 们 知道 ,函数 是 
一 种 特殊 类 型 的 关系 ， 即 以 序 侦 为 元 素 的 一 种 特殊 类 型 的 集 
台 ， 它 有 自己 的 定义 城 ， 如 果 一 个 函数 的 定义 域 缩 小 了 ， 这 
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个 函数 (作为 集合 ) 就 不 是 原来 的 函数 了 ， 例 如。 由 F(x) 一 
妇 定 义 的 F: RR 一 R 和 由 同样 的 解析 式 子 flx) 一 x 定义 
的 f; [一 1,2] > RR 就 不 是 同一 函数 (请 读者 夯 出 二 省 的 图 
象 )。 一般, 设 给 定 函 数 ， 并 给 定 4Cdom (F)， 记 
了 GE 
并 称 之 为 被 4 的 限制 . 
例如 ,在 上 面 例子 中 ,1 一 | [一 1 21, 
显然 ,Ft 4CF。 并且, 只 有 当 4 一 dom (F) 时 ,RE 
A fF, 


$7 象 和 原 象 


函数 的 “ 象 " 和 “ 原 刘 ”是 数学 中 经 常 遇 到 的 重要 概念 。 我 
们 将 在 本 节 较 系统 地 论述 这 两 个 概念 ， 为 了 适应 多 数 数学 分 
支 的 应 用 ,我 们 把 问题 限制 于 事先 指明 所 说 的 函数 是 哪个 集 
合 到 哪个 集合 内 的 映射 的 情况 ， 


ee 


Cr 


象 , 记 作 下 (247。 即 
Ed 人 ETYL3azc Aly ~ F(x))}, 
也 可 把 F(A) 简写 为 
F(A) = {Ftx)lxre A}, 

由 于 悦 惯 的 缘故 ,人 们 用 记 王 在 * 的 函数 全 Re 的 同样 
记号 F(A) 来 记 在 FF 下面 4 的 象 ， 这 是 习惯 记 计 的 缺点 ， 读 
者 应 以上 下 文 来 区 分 函数 信 F(x) {其 中 vEXE) 和 得 F(A) 
(其 中 ACX), 


旬 ” 象 和 着 误 村 


显然 ，F(X) = ran(F), F(A) = ran(F | A), F(A)C 
ran CF), 


图 6 . 
例如 , 设 FF; 尼 一 民 ， 其 中 F(x 一 则 
F([— 1,21) = (0, 4] 一 ran (F + [i— 1,21), 
(参看 图 6)。 
[定义 】 设 给 室 _E; XX 一 了。 具 BCY， 我 们 把 使 


Ftw)€ 日 的 一 切 x € 三 组 成 的 集合 叫做 在 映射 下面 B 的 
原 象 , 记 作 F“(B8), 即 
FI(B)~= {rEXI3YE By 一 FOX))Y. 
也 可 把 F™(B) 篇 记 为 
FB)=—= {x XIF(x) EE B} 

这 里 要 福 意 的 其 在 定义 中 ， 只 假定 BCY， 并 未 假定 
BCran(F). BB 积 ran(F) 平等 地 成 为 了 的 子 集 。 这 和 上 面 
象 的 定义 中 假定 4CX 一 dom(F) 不 同 ， 例如, 在 上 秽 中 ， 
PAO 4]) 一 [一 2, 2]。 同 和 时 FA([ 一 1, 4]) 也 等 于 [一 2， 
2]. 又 如 FAA[ 一 2, 一 1]) 一 儿 , 

关于 人 象 和 原 象 的 区 别 请 参 着 图 7， 
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图 7 象 利 碌 彰 的 示意 图 


设 .F; 外 过 了 Y， 以 下 一 些 性 质 是 数学 中 常用 的 : 

LAGASSE FOAICE(AD),. 

ll. BCABCY > FABICEFB,). 

这 都 是 显然 交 ， 

11. 没 ACX,， 则 4SRECR(4))。， 如 了 是 单 射 ， 则 
A~= FF-(F(A)), 

证 按 定义 ， : 

XEAdA FIA) E F(A E> xE FHF(CAY), {1) 

这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 应 该 注意 ,一般 地 说 。(1) 中 的 
单 向 箭头 之 是 不 可 逆 的 。 我 们 知道 、F Cx) € F(A) 当 县 仅 当 
于 EALF(x) 一 P(E))。 在 后 一 公式 里 ,并 未 保证 5 就 是 原 
来 的 xz， 但 当 是 单身 时 ,就 有 x 一 #6 A， 这 就 证 明了 定 
理 的 第 二 部 分 : 

“例如 ,在 上 便 中 , 设 4 一 [一 1, 2], 则 F(A4) 一 [0,4]， 
但 FACF(A)) ~ [一 2,2]， 另 一 方面 ,了 网 限 制 CG 一 Ft 
(107U R') 是 单 叶 的 ， 对 于 任何 4C{0}U Rt+ 来 说 ,永远 有 
A= GG(A)). 
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射 , 划 PCEF-(B)) 一 B。 

证 设 ye F(F~(B))， 则 按 象 的 定义 ,存在 其 个 xe 
F-(B), 使 y 一 F(x). 又 按照 得 的 定义 ,由 xEF-(8) 推出 : 
存在 蘑 个 n€B8， 使 4 一 了 P(x)， 十 是 y ~ 9e 3。 六 就 证 明 
了 定理 的 第 一 部 分 。 以 下 设 F: X -> 了 是 满 射 ,这 时 BCY 
ran (F)， 于 是 有 


yEB=> EX = F(x)) (C2) 
按 原 象 的 定义 ,x FB), 允 按 销 的 定义 ,YE FC(F (BD)). 
这 就 证 阴 了 定理 的 第 二 部 分 ， 医 


应 该 注意 :如 RE: XX 一 Y 不 是 渡 射 , 则 不 能 一 般 保证 (2) 
中 z 的 存在 , 扶 理 也 就 不 能 继续 下 去 了 . 
在 上 上 例 中 : 设 中 一 [一 1 4]， 则 FI(B) 一 [一 2 2]， 
但 F(tFB)) 一 [0, 4]， 另 一 方面 ，F: 及 一 10}UUR+ 是 
满 射 。 对 于 任何 BC10}UR'+， 水 远 有 F(F"(8)) 一 B. 
Vv. 设 4GX 县 8CGX。 则 
F(AUB) = F(AYYF(B), 

证 y€EF(AUB)<>ar(r ee AUBAyY = F(x)) 
3x((rE AVxXE BIAY = F(x)) 
ax((rE AAy=FCO)) V(r EBAY=F())) 
YE F(AIVYY EE FCB) 
<—> ye F(AYUF(BY. | 

ME 

FLANBIC FON FB),. 


-如 下 是 单 射 , 则 RCI) = F(A}N F(B), 


~ 证 ?ERE4d4D TI 
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<>ArtxeE ANBAY = F(x)) 
<> r(x AMTEBAY = T(r}) 
>3x(t(reE AAy= F(x N(xr EBAY= F(X))) 
=—> (YE F(ANDNACY E F(B)) 
yeE F(AINF(B). 
这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 注 意 , 一 般 闻 说 ,以 上 推导 中 的 
单间 箭头 芒 是 不 可 递 的 ， 因 为 ;由 (YEFCA)N (ye F(B)) 
只 能 推出 
(3x(x€E AAyY— FAIDN A Ca EeE BAy = F(E))) 
其 中 的 * 同 不 一 定 重 合 , 但 如 FF 是 单身 则 * 一 5， 这 时 
单 向 第 涉 令 就 变 成 双向 的 车 区 了 。 定 型 的 第 二 部 分 得 证 。 里 
vH. 设 _ 4ACX 且 BCX。 则 
F(A PAB)E F(A ~ 8). 
如 下 是 单列 划 P(A P(B) = F(A 5) 
证 明 留 给 读者 . 
VI 设 CCY 且 DCY。 其 
FACUD) = FCOU FD),. 
证 明 留 给 读者 . 
这 设 ccY 且 DESY, 则 . 
FACND TF AONFHD,. 
证 + EF"'"CND) 
<>3y ECNDAY ~ F(x)) 
< 3y(yE CAyEDAy = F(x)) 
sa3y(ty ECAy= FIN (yeEDAY 
= F(x))) 
ERCIArE PFD} 
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rE FCIN FIDY), 
以 上 推 宫 中 的 单 向 稍 头 字 是 可 逆 的 。 这 是 因为 
-EFCIArE FID) 
—> (ay(y ECAy—= FCONA{ an EDADnE— F(T))) 
=>3y((y ECAy = FNty EDAy ~ FO))). 


定理 全 部 得 证 ， 有 
X. 设 CCY 且 DGY。 则 
FAC— D2 FC) — FD), 
证 明 留 给 读者 ， 


$8 反 国 数 与 复合 国 数 


“我 们 知道 , 卫 数 是 一 种 特殊 闫 型 的 关系 , 它 被 要 求 第 二 坐 
标的 单 值 性 .按照 $5 的 定义 一 个 关 孙 永远 有 逆 关 系 。 但 是 ，- 
作为 萄 特 类 型 关系 的 沙 数 ,它们 的 逆 却 不 一 定 是 荡 数 ， 刁 如， 
Fo= {tr,x |x EER} 是 一 个 函数 .但 它 的 道 关系 F7 一 {(zx1， 
2)1xze 二 就 不 是 一 个 函数 ， 

【 引 理 】 对 于 晃 数 F, 当 且 仅 当 下 是 单 叶 时 ，F- 是 函 
数 。. 
证 FF 是 单 叶 的 , 指 的 是 
(x IE FRE y)EPFr— £, 


这 等 于 说 ， 
(yx) E ET AL 和 
这 等 于 说 F” 是 个 函数 . I 
【定义 】 对 于 遂 数 5, 当 且 仅 当 ~ 是 阴 数 , 见 F 是 间 
此 的 :说 _R- 是 王 的 反 轴 数 ， 四 
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[ 注 1] 单 针 裔 数 民 是 它 的 到 函数 _F- 的 肥 豚 数 。 
这 是 因 汐 , 按 $5, 定理 4， 
(FI) FF, 

闪 且 站 本 来 是 五 数 。 量 
【 注 2】 单 叶 函 数 忆 的 及 图 数 R 基 单 吐 的。 
这 是 再 泡 ，R 的 道 忆 本 来 是 函数 。 

【 注 3] 设 F 是 单 叶 函数 , A 
Yr Edom(F})(F (P(e)) == x), 
我 们 只 证 第 一 个 命题 .事实 上 ,对 于 任何 的 x& dom(F)， 

{x，。 F(x)) € 了 。 玲 按 关 系 之 逆 的 定义 ,， (F(x), x) EF 7 必 
【定理 8] 着 P: 和 -> 了 是 双 射 , 则 _F-: 是 从 Y 到 Xx 上 

的 双 射 。 

证 由 55 的 注 。 
dom( F 7) mm ran(F) = Y, ran( Fl) =— dom( FY = X, 

- 夏 下 ”是 从 并 到 和 上 的 满 向。 又 田 注 2，F-: 是 单 射 。 罩 

在 此 情况 下 ,也 称 皮 函 数 FF 为 万 的 北 映 射 。 
”本 如 , 设 
TT 


r= {x,»e [— 三 ,三 | x [一 1 yin 


则 F 是 从 [一 


三 , 工 | 到 [一 1,1] 上 的 双 射 。 同时 。 


F727 ~ {(y, EL[—1,11 x [- 三 ,三 | = sin x}, 
且 F- 是 从 [一 1 1 到 人 = 三 ,三 | 上 的 双 射 ， 通常 记 


2 
FJ ~ arc sin y, 
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domt FY 


Fidom (oO)) 


rant F) 


rman (Goer) 


图 5 函数 复合 的 示意 图 


以 下 谈论 复合 国 数 ， 设 8B，G 是 函数 ， 即 都 是 具有 第 二 
尝 称 单 值 性 的 特殊 类 型 的 关系 。 那 么 ,关系 的 复合 GoF 当然 
是 个 关系 ， 河 题 是 , 它 远 是 个 函数 吗 ? 了 以 下 引 理 做 出 肯定 的 
答复 ， 

《3 引 理 】 设 R.G 是 函数 , 则 GoF 是 图 数 , 其 定义 域 为 
FT dem (G6))，。 且 对 这 定义 城 上 伍 何 x 

《Cos = GCFx)), 

(参看 图 8)， 

证 1) 我 们 证 明 GoF 具有 第 二 举 标 单 值 性 ,那么 它 就 
是 函数 了 ， 设 (x, zx) EGoF 且 (x, 6) EGoF。 按 关系 的 复 
合 的 定义 ,我 们 有 

{Iy(tx, y) E FA, 5) EE GI (3n( (x, 9) 
E 了 At t) EG)), 

因 F 是 函数 , 故 7 一 1。 又 因 G 是 图 数 , 疏 一品 

2) 我 们 证 朋 dom(GoF) 一 (dom(G))， 事 实 上 ,由 
于 FF,G 和 GoF 部 是 函数 ,我 们 有 

Edom (GoF) 
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< dz(s = (GIF ) (x)) (1) 
< Idy(ty = F(X) Mz = GUy))D (2) 
> Iy(y EE dom( GIAYy = P(x)) 
<>xe Fi(dom(tG)), 
由 公式 (2), 有 4 一 GCFLx))， 与 (1) 合 看 ,得 到 
{GoPF)(x) = GOF(r)). | 

有 了 时 ,也 把 函数 已 和 CC 的 复 人 对 GoF 诈 做 复合 晤 数 , 

注意 ,在 以 上 的 引 理 中 ,了 消 数 Ff 和 G 是 完全 任意 的 ,特别 
是 ,如 rantFjN dom(G) 一 名, 即 Fdom(6)) 一 时， 
GoF 一 人， 

【 注 4] 既然 函数 的 复合 只 是 关系 的 复合 的 特殊 情况 ， 
所 以 ,有 关 关 系 复合 的 一 般 性 质 在 此 仍然 成 立 。 设 五 ，G: 电 
是 函数 ， 由 

(HoG )oF = HotGoF), 
{ 注 5] 设 FF，G 是 单 叶 冰 数 ( 旭 F !:, G7 是 洒 数 ), 则 
GeF 的 反 曙 数 
(CI 
这 里 , 需 先 证 明 GoF 的 单 叶 性 。 这 是 显然 的 . 
【 注 6】 若 F， 天 一 了 是 双 射 , 则 
PiiocF = Iy, 下 ooR = 1 一 二 了 
其 中 x, zy 分 别 是 羡 ， Y 上 的 恒 等 削 数 ($ 6， 例 1)。 

请 读者 自己 验证 。 

最 后 。 我 们 举 一 个 与 单 时 罗 数 和 息 合 函数 都 有 关系 的 一 
个 例子 。 


名 插 叶 中 就 是 (xy ERAfyy 2 EO, 


如 疼 全 


【和 例 】 我 们 知道 ,一般 来 说 。 一 个 函数 不 一 定 是 音 呈 的， 
碎 下 提供 一 个 处 理 方法 ， 对 于 任 一 图 数 ， 可 以 保留 它 的 一 切 
值得 到 一 个 新 的 单 叶 函数 ， 设 给 定 函数 F; 下 一 了 。 如 下 
定义 关系 R 


XRE: Se FEx) — F(xi), 
不 准 验证 是 等 价 关 系 ， 每 一 等 价 类 [x]x 中 诸 元 素 * 的 消 
数 伪 F(x) 都 相同 ， 而 且 属 于 不 同等 价 业 的 元 素 具 有 不 同 的 
随 数 值 。 这 样 , 肖 数 六 ， XJR 一 了， 并 中 
F([xrla) = Fr), 
就 是 一 个 单 射 。 叫做 FF 的 单 叶 化 ， 比 较 56; 例 4 的 自然 映 
射 np， 我 们 有 


F = fom, 
这 就 是 说 ， 枉 何 喘 射 了， 叉 一 Y 可 以 分 解 为 自然 孔庙 gp: 
站 一 龙 {R 与 单 上 于 化 站， 和/ 及 一 的 复合 。 


$9 族 


在 微 积分 中 ;人们 常用 (5,)《 基 中 * 遍历 一 留 自然 数 且 
每 个 5。 是 实数 ) 记 一 个 实数 列 。 其 实 , 一 个 实数 列 《5。) 不 
过 是 从 自然 数 集 全 到 实数 集 民 内 的 一 个 函数 5: N -> 是 ， 
它 的 项 5， 不 过 是 在 ne NN 的 函数 值 5(n)。 这 样 的 记 法 在 
不 少 凑 他 场合 出 被 乳 几 ， . 

设 给 定 集 合 了 及 定义 在 工 上 的 函数 4， 对 于 每 个 i € |， 
记 4 一 A( 站 并 用 (4)ier 记 这 前 数 , 且 称 之 为 一 个 族 .各 
4 是 从 工 到 集合 对 内 的 函数 ， 为 了 志明 函数 4 的 值 都 在 允 的 
里 边 , 记 这 未 数 为 族 的 形 武 了 时 ,可 写 (A),i( 每 个 A1€ M), 另 
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外 ,我 们 称 7 为 标 集 , 称 每 个 i& 7 为 标号 。 称 4 为 这 个 族 的 
项 .如 此 说 来 ,一 个 族 就 是 一 个 函数 ， 称 集 就 是 它 的 定义 焉 ， 
项 就 是 尔 数 秆 ,这 里 不 过 是 引 和 一些 亲 和 的 记号 和 新 的 名 称 而 
已 ， 例 如 ， 把 自然 数 集 条 在 作 实 数 集 民 的 子 集 ， 对 于 函 
数 8: 六 一 尽 ， 其 中 5S(n) 一 妇 ， 如 用 族 的 形式 来 记 ， 就 是 
(essN， 又 如 > 对 于 函数 天星 一 届 ， 其 中 zy 一 sinr， 如 
用 族 的 形式 来 记 , 就 是 【sin x)xeR， 用 族 的 形式 记 困 数 并 非 
徙 范 无 益 , 下 面 会 看 到 , 引 人 族 的 记 法 在 莫 些 场合 给 我 们 带 末 
方便 ， 

以 下 过 论 集 族 和 和 集 组 的 关系 。 如 每 个 4 是 集合 ， 就 叫 
(4i)ier 为 一 个 集 旋 。 设 给 定 一 个 集 族 (4;)jer， 那 么 。 它 的 
值 域 ran (Ai) er 就 是 一 个 集 组 , 它 众 好 包含 一 功 的 项 4 . 
男 一 方面 , 设 给 定 一 个 集 组 认 ， 我 们 总 可 选择 一 个 标 集 I 和 
一 个 定义 在 上 的 函数 4， 从 而 形成 一 个 族 (4;);wy， 使 
Tan( di)ier 一 M, 即 ,使 4: 1 -> M 是 满 射 ,例如 。 可 取 大 本 
身 做 标 集 。 并 设 4 是 术 上 的 恒 等 函 数 、， 即 对 于 每 个 i € M ， 
4 一 i。 这 样 得 到 的 集 族 (Ai)iew 就 是 所 需要 的 。 总 之 , 集 
族 和 集 组 可 以 互相 代替 ,使 这 集 族 的 值 域 愉 好 等 于 这 集 组 ,这 
.就 是 说 , 集 族 和 集 组 可 以 互相 代替 ,使 集 族 的 一 切 项 恰好 是 党 
组 的 一 切 元 开 。 

集 族 的 项 的 并 集 

设 给 定 集 族 {A Niers 并 记 MG= ran( Tie 我 们 定义 

UU 4:~ UM) 


OO 

”外 当然 ;函数 C41)ier 不 一 定单 叶 , 所 以 它 和 的 项 可 能 重 江 ,期 员 然 / 关 1， 册 
柯 能 4 二 4 它们 在 族 《dier 中 是 不 同 的 项 ; 而 在 集 组 ran( Ai)iet 
中 是 局 一 元 素 ， 


$9 族 约 


并 称 之 为 集 嵌 《44)er 的 诸 项 的 并 集 。 由 于 M 一 ran {Ai)iers 
所 以 ,一 方面 ,对 丁 每 个 i € 1 A EM; 另 一 方面 ,对 于 于 的 
每 一 成 员 亏 ， 存 在 至 少 一 个 551 使 4, 一 羡 。 由 此 可 见 
rE UM) XE Mr EX <P I Ee Tx EA), 
这 样 ,我 们 可 利用 标 集 和 标号 把 以 上 定义 写成 
[() 4 = {raie Tx € 4A)}, 


就 是 说 ， 一 个 集 族 的 诸 项 的 并 集 由 一 切 至 少 属于 它 的 一 项 的 
元 素 组 成 . | 

在 第 一 章 , $6, 我 们 曾 定义 了 一 般 集 组 的 成 员 的 并 集 ( 正 
是 上 上面 定 义 集 族 的 项 的 并 集 时 所 根据 的 ) ,但 关于 运算 律 ， 我 
们 只 建立 了 两 个 集合 的 并 集 交 换 律 和 关于 三 个 集合 的 并 集结 
合 律 ,没有 对 一 般 集 组 来 谈论 这 两 个 算 律 。 对 于 一 般 的 集 组 ， 
并 集 交换 律 没 有 意义 加。 至 于 结合 律 , 用 第 一 章 ，$ 6 中 集 组 
的 记号 表达 是 不 方便 的 。 以 下 考虑 集 族 的 项 的 并 集 的 结合 
律 : 设 给 定 集 族 《4)her， 把 标 集 工 用 某 种 方式 分 组 , 即 设 

7 一 1] is 


! 肯 后 区 

其 中 7 是 从 新 标 集 天 到 更 (0 内 的 一 个 映射 ( 即 每 分 
J+ 二 1)， 这 样 , 族 (4)iet 的 项 也 相应 地 分 了 组 。 先 对 每 个 
本 EKK， 求 并 集 【上 二， 再 对 一 四 的 克 ， 求 这 些 并 集 的 并 集 


人 


U (LU 4).， 二 盘 结 合 乔 说 的 悔 最 后 的 结果 问 原来 的 并 集 


[ss “r 下 7 


名 但 对 于 集 族 * 并 介 的 交换 律 指 的 是 : 证 天 是 标 集 到 自己 上 面 的 双 射 , 振 
对 每 个 FE7， 下 末 本 AN 那么 ; U 4 二 |B， 这 不 难 由 本 闻 并 
rey fer 
染 定 义 推出 . 
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忆 4 ULU A 


站 万 区 
人 


事实 上 ， 
xéel) 4 <>aitic hese 4A) 


了 


后 IA(REKAiE JiNxe A) 


te KNre UU 4) 


ih 


<>re ll] (LU 也 nl 
贞 志 区 ix 
集 族 的 项 的 交集 
设 给 定 集 覆 (A;)je1， 其 中 了 关节 和 外， 并 沁 
M 一 ran di)ier, 
如 下 定义 《Ne 请 项 的 交集 : 


站 去 一 mA). 
er 


同 并 和 集 的 情形 类 似 ,定义 可 以 号 成 如 下 形式 
. NN A {rlVvie lre A)}, 
El 
就 是 说 ,一 个 标 集 非 空 的 集 族 的 诸 项 页 的 交集 由 一 切 同时 属于 
它 的 每 一 项 的 元 素 组 成 
设 族 (Je)xexk 的 意义 如 上 ， 关 丁 交集 的 -- 裔 箔 合 律 如 
下 : 对 于 了 入 你 大 区 玫 用 每 个 天 芝 区 


外 这 章 昧 着 rancanigy 丰 史 , 四 果 注 ?， 
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Nn 4 本 人 人 4). 
请 读者 自己 验证 . 
一 般 的 第 一 ,第 二 分 配 律 如 下 (参看 第 一 章 ,57 的 末尾 ): 
an(U B70) ~ U (NB). 


ieT ielt 
en 


对 于 了 后 ， < 人 Bi] 一 门 (4UB)。 


EF 1 
我 们 只 证 第 一 分 配 律 。 事 实 上 ， 
x 所 民 门 (U Bi) SxE AME [J B; 
Fer ier 
Sr ANMIAIE TIANAT EB) NE TNE AN rE BB) 
a ETArE ANMN BL:) 
<>x EL CANB;). 


在 $2, 我 们 定义 了 两 个 集合 4 与 互 的 迄 卡 尔 积 。 值 得 注 
意 的 是 , 4, 了 是 有 先后 顺序 的 (4 x B 中 4,B 一 般 不 可 交 
的)， 严 格 说 来 ;“4 与 B 的 笛 卡 尔 积 ”应 说 成 " 序 偶 (4, 8B) 
的 第 一 ,二 坐标 的 向 卡尔 积 ”。 一 个 序 巾 可 以 看 作 是 含有 两 项 
的 族 ( 例 如 ,可 取 40。1 做 奈 集 )}。， 现 在 ， 把 币 卡 尔 积 的 概念 
推广 ,使 其 适用 于 任意 的 集 族 . 

设 给 定 集 族 【 必 )er。 对 于 每 个 ET， 从 每 个 A; 中 任 
取 一 元 素 4:， 这 样 的 元 案 往 往 有 很 多 。 现在 考 弄 一 切 可 能 
的 族 (ai)ie:， 看 它们 能 否 组 成 一 个 储 合 ? 我 们 知道 ,每 个 
(saz! 是 定义 在 2 上 的 函数 : 它 的 值 9 取 在 4; 忆 iU 有 4 内 ， 


i 
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所 以 ,每 个 蜀 数 《ai)vere (4,) (看 $ 6 规定 的 记号 Yz)， 
后 者 就 是 一 切 (exer 的 包容 集 。 可 见 一 切 可 能 的 族 (42)yer 
形成 一 个 集合 。 


XxX A 一 {a,)rer| vs 加 I{a, € A)}, 


re 


并 称 之 为 集 族 (Aei 的 项 的 销 卡 尔 积 。 


a 


如 果 把 序 侦 看 成 含有 两 项 的 族 ,$ 2 的 两 个 集合 的 馆 卡 尔 


rr 


积 可 看 做 是 这 里 的 特殊 情况 ， 
ff 例 1】 如 每 个 4 等 于 同一 集合 .or ， 我 们 记 
X A YX .er 
这 个 管 卡尔 积 就 是 从 工 到 .sr 的 -- 切 区 数 的 集合 ,如 
Xx La 一 


【 例 2】 设 给 定 集 族 (4A)ier 及 JCI， (4 被 的 
限制 可 以 记 作 (4)jej。 考虑 上 腺 射 
F: X A X 4,， 
[| EJ 
其 中 Frta) er) 规定 为 (Car)ies 被 J 的 限制 ,好 
FlCar)ier) 一 Ca rp 
这 映射 叫做 XX 么 到 XX 本 上 的 投影 函数 ， 例如， 设 下 基 


了 本 了 i 


三 维 空间 XX 中 (通常 记 作 RY) 到 二 维 空间 X R (通常 


Feo. i 


记 作 用 1) 的 投影 玫 数 ,那么 ， 对 于 (x x Fy) €R, F(xos 
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EE X17) = {Xs x1)D . 06， 例 2 的 投影 函数 可 以 者 作 是 这 里 一 
般 投影 消 数 的 特殊 情形 . 

关于 象 和 原 象 的 几 个 一 般 性 在 

碎 下 把 $7 的 性 质 Y。VI，VII，IX 推广 到 一 般 的 并 党 
和 交集 上 去 ;: 

设 FE: X—r?H A; [— BRK) ( 即 每 个 ACX), 则 : 


Vv.F(U 4.) = UU FA). 


rE 二 了 


Yr. 如 Ig 则 F( 门 4A)c 门 F(A)， 当 F 单 


~ 


nr 


叶 时 ， (站 A) ~ (FA). 


[| 


设 F， XYY 有 日 C1 了 一 多 (Y)( 即 每 个 CCY)， 则 : 


VIL. PF-! (U cj = UU FiCei). 


rr [ 品 盾 | 


项 如 1 名, 则 r"(N cj) 一 门 FTCCD)。 


[| 


请 读者 自己 证 明 这 四 个 性 质 。 
习 是 二 


1。 如 果 试 图 仿效 Kuratowski 关于 序 偶 的 定义 ,如 下 定义 序 盘 ! 
(zs 9 5 《fr vs {ry 5}}. 
试 谷 反 例 ,使 (x7 20* 一 Cv, wp 但 x y=0 二 凤 不 全 
成 立 ， 这 说 明了 以 上 定义 不 成 功 。 以 下 是 定义 序 参 的 一 种 方式 : 


国 《ro zi ta) 是 族 {COs zo)s (ls xD 《2 zz) 的 简写 (xs xz 是 族 
长 0 9 【15 x1)} 的 简写 . - 


[| 
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(xy yy 3) = Cry), 2), 


证 明 s (x ys)》 一 (es oo ez A 


2, 
3. 


[提示 : 
了 . ] 


12. 


证 明 不 存在 包含 一 殷 序 偶 的 集合 ， 

证 是 

1) 4 x (BUC = (A x BUCA x ©), 
2) A x (BNOY = (A x BINCGA Xe) 
3) Ax CH Cod x BA x ON)., 


. 证明 : 


1 A4x Bo Ho HVYB= oH. 
27》4X 了 一 4XTCA4 关 所 一 > 有 一 C 


， 和 证明; 


17 ACCARBCD=——> A x BCC Xx Do, 
2) 设 ,5 市 空 , 则 
A ECC DACABCD, 


， 证 了 表 A 一 Bw->d = 8B, 
， 设 给 定 集合 4 和 和 集 组 戏 ， 证 上 尖 ; 


DC {dx pe eM} 是 集合 ，2) 4 x UCM = U(c), 


， 设 给 定 集 合 4，8B， 证明; 


1) C= {fe} x Blxe 4} 是 集合 ,2) 4 x 8 = UCCY. 


， 列 出 集合 X 一 {4， gs <} 与 集合 Y= {:} 的 一 切 关 系 . 
， 到 出 集合 2{ 按 习题 一 ,3 的 定义 ) 中 的 一 切 关 系 。 
， 设 5 是 一 个 关系 ,证 明 


UCUYUCSYY = dom(s} Uran(ts), 
只 要 证 朋 : ae UCU(S)D) 和 于 xy) EE Sa = rzVa = 就 可 以 


设 互 是 浊 合 “的 一 个 分 类 ， 如 下 定义 4 中 的 关系 R: 当 且 仅 


当 ** ?属于 互 的 同一 类 时 ,说 xRv， 证 明基 4 中 一 个 等 价 关 系 。 


13, 


设 R 是 中 的 关系 证明: 


如 题 二 65 


1) 到 是 自 反 的 寺 > IxcCRCx 是 XX 中 的 等 于 关系 )。 
2) 卫 是 对 称 的 寺 > R 一 以 
3) 卫 是 传递 的 专 祈 Re RC R。 
4) 下 传递 瑟 育 反 一 > RoR 一 R， 道 命题 对 人 码 ? 
1f， 设 3， 了 是 关系 。 证 明 : 
1 《SIT 577UT!, 2) CSNTY' = S57 NT 
15, 设 五 是 * 中 的 关系 、 证 明 ; 
1) RU R*' 是 包容 玉 的 最 小 对 称 关 系 . 
2) RnR- 是 包容 于 的 最 大 对 称 关 系 ， 
[提示 : 关于 1), 可 先 证 RUR 是 * 中 的 对 称 关系 .再 设 导 是 氏 中 的 
一 切 和 包容 玉 的 对 称 关 系 的 集合 并 证 明 人 站 CM) MM。 最 后 证 明 间 CMD= 
RUR™. |} 
16。 设 关 系 R= {C051), C0052); C0,3), 《132)3 13) 2337}, 
求 RoR, RR” 
17。 证 朋 空 集 几 是 消 数 , 且 是 单 叶 的 ， 
18., 证 明 映 射 名: 这- 他 是 满 点 的 . 
19, 设 六 ”是 函数 证明。 
IC giom (DC dom (a) A Yr € dom (PC) = g(x)), 
通常 称 函 数 * 为 函数 了 的 延 拓 . - 
20. 设 1,# 是 函数 。 证明 : 
1) fne 是 函数 . 
2) 1U8 是 图 数 < 全 > 对 于 每 个 x Edom Cf dom (Ca)y 
Kz) 一 slx). 
21， 证 明 不 存在 包含 一 切 函 数 的 集合 ，。 
22， 集合 0, 1, 2, 3 技 习 题 一 ;3 的 定义 。 
1) 从 0 到 1 内 的 函数 是 什么 ? 
2) 有 设 有 以 1 到 50 内 的 函数 ? 
3 有 愉 工 到 1 上 内 的 还 数 是 全 人 么 ? 
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4) 制造 一 个 从 2x3 到 上 上 的 观 射 

23. 朋 胡 号 出 以 下 的 集合 : 

2 3, 2", 0°, 0°, 1°, 1 0', 2, 17. 

24， 证 明 : 如 一 让 ， 则 X 关 下 且 Y 一 有， 这 就 是 说 ， 如 
= 可 了 天 有 ， 则 永远 着 在 从 革 到 Y 内 的 映射 [注意 ;此 命题 是 
$6, 注 2 的 道 。 在 证 明 时 ,可 引用 86 的 注 1.1] 

3235， 证 明 : 如 YY 一 XX?， 刚 半 一 了 。【 提 共 : 由 第 24 题 ,可 设 

YY 关 懈 ， 这 就 可 取 ft Y* 来 考 虚 问题 .] 

26. 证 明 : 如 存在 一 个 有 从 藉 到 7 内 的 菲 单 叶 瞎 射 ， 则 站 有 天 铺 且 
?于 放 。 [提示 : 可 利用 $65 的 注 1, 注 2 和 第 17 题 .] 

27. 证 明 ; 如 存在 一 个 以 区 到 Y 内 的 非 满 占 上 映射, 则 Y 关 氏 。 

28。 证 明 §57 的 工 , 

29。 证 明 $7 了 7 的 [I。 

30， 证 明 $7 的 v1It. 

31。 证 明 $7 的 YI. 

32。 证 明 $7 的 芭 . 

33。 设 RR 是 有 单位 元 的 交换 环 ，, 4 是 尺 的 一 个 理想 。、 却 下 定义 民 
中 的 关系 5: 


x5y 一 了 EL 
证 明 : 1)5 是 五 由 的 等 价 关系 . 
32) 如 下 定义 商 集 R/S 中 的 加 法 和 敢 社 : 
[zjs+ [yJs= [x +t ylss [zl [yls 一 [rr。 yl]s, 
则 和 与 积 同 代 表 *，+ 的 选取 无 关 , 且 R/S 也 是 一 个 有 单位 元 的 交 煌 
环 。 


3) 设 9: RrR1S 是 自然 映射 ; 则 ?是 从 R 到 RIS 上 的 同 态 注 
射 。 
34， 制造 一 个 从 4 一 3 U13) 一 {04319273} 到 28LB(CHE))) 上 的 
双 射 并 写 出 它 的 反 函 数 ， 
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35,. 设 1 X 一 Y， 且 8: ff 一 X*。 证 明 : 
1) 灿 &8of 一 Ix (X 上 的 柱 等 昭 数 ), 则 是 单 射 且 # 是 满 射 。 
2) 如 gof 一 rr 且 fog 一 1y, 则 1,& 郁 是 双 射 且 # 一 让， 
3§。 设 EX 证 内; 
i EA 一 十 单身。 
[提示 : 关于 二 >: 设 4 非 单 射 ， 则 存在 rm，x: EXX， 使 rz, 天 xzy 但 
下 对 于 狂人 个 EX x) 二 ay EIT) 一 
*z> 即 可 得 到 与 题 设 矛盾 的 结果 ,] 
37。 设 EXX。 证 县 : 
VY EX 是 满 射 。 
[提示 ; ”关于 一 这 : 误 #EX* 丰满 射 ， 即 存 在 #* xX， 使 对 于 任何 
x 可 册 区 关 人 且 时 天 fr 于 是 存在 x EX 且 
ww 了 下: 
了 x Cxaexo) 
对 每 个 x EX, K2) = xu ez) 一 忆 Cy) 
见 可 得 到 与 题 设 秘 盾 的 结果 .] 
38。 设 F; X 一 Y 是 双 射 ,证明 : 
1) FioF ~ Ix, 2) FoF™! = 1y. 
39。 证 明 $3 的 染 族 诸 项 之 交 的 结 侣 举 ， 
40， 证明 $9 关于 集 族 的 并 与 交 的 第 二 分 配 律 . 
41， 证 明 53 末尾 的 性 质 YY， VY， VI 5 
12。 设 4 二 {055} 4 一 {x}，A, 一 {a 8;7}， 写 出 集 族 ( 作 
为 序 偶 的 集合 《dr)res 及 管 卡尔 积 (作为 序 偶 的 染 合 的 组 》X 4 
( 广 意 ; 3={0, 1, 2}) ™ 
43， 设 对 于 每 个 < 3，4 一 i。 二 出 集 族 《44%es 及 税 卡 尔 集 
XX 4 注意 : 0 二 B51 = {0},2 一 {40,1}). 


FE 


4， 设 P 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 切实 值 函数 的 集合 。 试 将 表示 
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成 笛 卡 尔 积 . 
45、 设 给 定 洁 族 Ci 玉 CBYyes. 证 明 


(AM (Wm) 加 U (CA: x Bi 


nL 
45， 刘 (GowiYe rt 是非 空 群 组 成 的 非 窗 族 。 如 下 定义 共 富 中 
FE 
的 运算 w: 对 于 和 任何 的 x 二 (xjert X 0 及 任何 的 ?到 人 er 
rE 
汉 Gi, 令 


[要 | 
i 二 站 Te 


,证 明 (XxX ch， wj 还 是 一 个 群 


在 


全 这 里 属于 孙 嫩 G1 中 的 运算 ， 
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第 三 章 自 然 数 


$1 引 


lll 


大 类 从 稍 有 文化 的 时 候 开 始 :就 创造 了 自然 数 . 并 成 为 生 
活 中 离 不 开 的 观念 ， 人 们 还 对 自然 数 进 行 运算 ， 并 使 用 一 些 
林 加 证 明 的 算 律 、， 但 是 ,直至 上 一 世纪 ,没有 人 认真 过 问 自然 
数 应 如 何 定义 ， 它 们 所 遵循 的 筑 律 是 怎样 证 明 的 。 从 19 世 
纪 后 半 叶 开始 ,数学 公理 化 的 思想 逐渐 被 数学 界 所 接受 。 在 
1889 年 ，G， Peano 第 一 个 在 理论 上 对 自然 数 做 了 产 格 的 处 
理 。 他 把 自然 数 集 作为 不 定义 的 敬 念 。 但 为 它 设 立 了 一 套 公 
理 , 名 MH Peano 公理 加。 由 这 效 公 至 和 关于 顺序 ， 运算 的 定 
久 , 可 这 证 有 明 自 然 数 的 各 项 基本 人 性质， 从 此 以 后 ,自然 数 的 基 
柄 理论 产 格 化 丁 。 不 过 ，Peane 并 没有 给 特定 的 自然 数 集 下 
定义 ， 这 当然 算 不 了 Peano 理论 的 缺点 ,因为 任何 数学 系统 
总 有 不 定义 的 概念 和 不 加 证 明 的 公理 ,尽管 Peano 系统 中 没 
有 自然 数 集 的 定义 , 它 仍 不 失 其 为 一 个 好 的 数学 系统 ， 但 是 ， 
如 想 把 自然 数 的 理论 纳 人 集合 论 ,那么 ,就 不 宜 存 集合 论 的 公 
理 之 外 再 把 Peano 公理 列 为 公理 ,这 就 需要 定义 自然 数 集 了 ， 
在 1921 年 ， J. von Neumann 第 一 个 在 集合 论 的 世 础 上 为 
自然 数 集 规定 定义 ,我 们 将 在 本 节 及 下 节 米 介绍 它 ， 


中 参看 $3, 
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我 们 说 的 自然 数 指 的 是 9, 1, 2, 3， 等 等 。 现在 的 问题 
是 : 1) 什么 是 0， 什 么 是 1,，2, 33 2) 什 委 是 一 切 自 然 数 的 
集合 ? 基于 问题 1) ,其实 早 在 习题 一 ,3 中 就 已 经 指明 了 . 现 
宾 讲 一 下 那些 定义 的 背景 、 人 类 最 初 对 0 的 认识 是 “ 空 无 所 
有 "”. 【注资 ,这 说 购 是 自然 数 0。 不 是 有 埋 数 0 或 实 数 0.) 在 
小 学 ,对 小 学 生 引 人 6 也 是 这 样 . 人 用 不 包含 任何 元 素 的 
集合 名 来 福 羡 0 就 是 很 自然 的 了 定 

0 == %. 
其 次 ,1 应 是 只 包 全 一 个 工 率 的 集合 一 昔 集 的 抽象 。 从 空 沾 
进发 ;要 他 421 1 多半 , 4{ 名 } 等 等 者 是 单 集 ， 那 么 , 找 
一 个 最 箱 单 的 单 集 定 祥 上 好 了 : 
1 一 《划一 10}。 
再 次 , 2 应 炮 侦 集 (真正 的 , 旭 ta b 中 4 兰 二 的 ) 的 抽象 ,由 
于 名 关 和 C2) 了 即 0xl1， 故 可 定义 
2 一 人 站, {GB} = {0,1}. 

类 似 地 ,可 以 定义 


3 = {10,1,2), 

等 等 . 

关于 问题 2)， 如 何 定 义 一 切 自然 数 的 集 人 各? 读者 可 能 
认为 ,既然 由 名 定义 9, 由 0 定义 1, 由 0, 1 定义 2, 由 0,1,2 
定义 3, 那么 “以 此 类 推 ”, 就 可 以 “定义 ”一 茎 自然 数 , 从 而 得 
到 自然 数 集 了 ， 这 样 的 论断 是 信 得 推 项 的， 当然 ,由 于 空 集 ， 
单 党 , 偶 集 和 佑 集 都 已 在 第 一 章 有 了 明确 的 意义 ,所 以 上 面 闫 
于 0，1,2, 3 的 定义 是 无 可 非议 的 ， 但 是 ,以 此 炎 推 ”3 谁 
能 在 有 生 之 年 或 者 在 想象 得 和 到 的 若干 代 之 后 能 够 穷尽 一 妃 自 
然 数 呢 2 我 们 的 任务 是 ,用 明确 的 集合 论语 言 定义 自然 数 集 . 


侣 ”自然数 集 ?1 


从 以 上 几 个 其 体 的 自然 数 的 定义 我 们 看 到 

0 一 区 ， 

1 = {0} = 0U140}, 

2— {0,1}= {0Ut1} = 1U1{1), 

3= {10,1,2} = {0,1}U12} = 2U1{2}. 
可 见 ， 我 们 需要 定义 的 自然 数 全 应 该 具有 以 下 性 质 ，1) 台 属 
于 这 个 集合 2 如 果 < 属于 这 个 集合 , 则 aU {a} 也 属于 这 个 
集合， 

不 过 ,只 有 这 商 条 性 质 还 不 足以 确定 自然 数 集 ， 例 如 , 除 
单 集 1 一 10} 外 ,这 两 个 条 件 没有 排 上 斥 同 是 单 全 的 {1} 于 我 们 
的 集合 之 外 。 如 果 {1} 属于 我 们 的 集合 ,而 且 按 照 条 件 2)， 
113 U {{1}} 等 等 也 属于 我 们 的 储 合 ， 这 些 元 素 就 是 多 余 的 
了 .所 以 ,在 定义 自然 数 集 时 , 除 满足 条 件 1)，2) 外 , 还 应 抛 
弈 一 切 多 余 的 元 素 。 以 上 就 是 下 节 正 式 定义 自然 数 集 的 直觉 
背景 . 


52 自然 数 集 


先 引 人 人 后继 者 概念 : 
【定义 ] 对 于 集合 <*， 称 aUt{a} 为 «的 后 继 者 ， 记 和 作 


at = alj{a}, 
例如 , 按 上 和 节 定 义 , 0 一 % ,0 一 1, 1+ 一 2， 2+ 一 3, 
项 此 下 去 ,还 可 定义 3+ 一 4,4+ 一 5 等 等 ， 又 如 
人 一 和 人 一 1， 
我 们 注意 到 ， 在 后 继 者 的 定义 中 ,集合 a 既是 其 后 继 者 
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e+ 的 于 集 aCat, 还 是 它 的 元 素 ， ae a+。 这 似乎 是 一 件 不 
恰 快 的 事情 .内 为 ,包容 关系 己 问 导 填 美 系 EE 是 奉 个 不 同 的 概 
念 ,并 且 在 4CB 时 :大 们 把 4, 8 看 成 “ 问 层 次 ”的 ,在 4€ 8 
时 ,人 人们 把 4、B 看 成 是 不同 层次 ”的 ， 们 现在 ,对 于 #6 与 其 
后 继 者 a 来 说 ,包容 美 系 与 属于 关系 同时 成 立 ! 不 过 ,这 种 
不 愉快 是 可 以 及 受 的 ， 我 们 的 定义 并 术 导 至 任何 逻辑 上 的 蔬 
盾 ， 同 时 ,4 既 包 容 于 a* 又 属于 a+ 这 个 双重 性 对 于 讨论 自 
然 数 以 至 一 般 的 序数 ( 见 第 六 章 ? 反 而 带 来 方便 ， 
人 


直下 估 介 坟 站 旧 


Yalat # GS), 

证 afEat, EE 

以 下 引 人 归 纳 集 的 概念 : 

【定义 】 对 二 集合 4 尖 且 区 妆 

1) 多 一 0 是 4 的 元 杉 ; BB 二， 

2) 若 。 县 44 的 元 素 ; 则 27 是 4 的 克 兢 , 即 

Yalat dD EA) 

说 4 基 一 个 归纳 集 . 

下 面 ,我 们 做 一 些 非 正 式 的 说 明 ， 在 微 积 分 中 ， 人 们 说 ， 
“ 当 正 整数 ”趋向 死 穷 时 ,以 0 为 极限 *。 这 想 的 是 ， 对 


世 


任何 的 正 实数 =， 存在 正 整 数 mw, 对 于 任何 的 ” > m* 二 <。 
这 里 的 m 和 = 都 是 普通 的 正 整 数 ,在 极限 的 定义 中 并 来 出 现 
实在 的 无 穷 。 上 面 所 说 的 "无穷 “是 ”潜在 的 光 穷 "; 无 论 
8 0 怎样 小 ,总 有 足够 大 的 Rs 舍 对 于 | 比 #0 更 大 的 ny 
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工 <e， 


如 上 所 述 , 如 果 4 是 果 纳 集 , 邢 么 ,由 0 一 名 属于 4 就 可 
推 知 0 于 1 属 十 4， 由 1 属于 4 就 可 推 知 二 一 2 属于 4， 
这 样 的 推演 可 以 无 休 赴 地 进行 干 去 。 如 果 承 认 这 样 的 党 合 4 
是 熙 从 的 (看 下 面 的 无 穷 公 理 ), 郑 么 ,就 不 下 把 "无穷 ^ 看 作 这 
个 无 休止 的 过 程 ,而 是 “一 下 子 ” 承 认 4 是 一 个 生 在 的 集合 , 它 
人 有 ”无穷 ?多 个 元 素 ， 这 样 的 “无穷 ? 就 是 "实在 的 无 穷 ” 了 . 

至 少 从 古 希 腊 的 亚 里 斯 多 德 时 代 和 我 国 的 战国 时 代 《二 
者 几乎 同时 } 开 始 , 人 们 接受 了 "潜在 的 无 穷 ” 的 观念 。 由 于 在 
人 人 和 们 的 物质 生活 中 ,直接 感触 到 的 部 是 ”有限 * 的 事物 。 并且 ， 
如 果 承 认 具 有 "无 穷 多 "元素 的 集合 是 “实体”， 也 往往 能 得 出 
与 传统 观念 相 违 背 的 结论 ,例如 全 体 的 元 素 可 以 同一 部 分 的 
元 素 " 一 样 多 ”这 样 ,直到 Cantor 创立 集合 论 以 前 ,数学 界 
普遍 拒绝 "实在 的 无 穷 ” 的 观念 ， Cantor 集合 理论 中 根本 观 
点 之 一 就 是 承认 具有 "无 穷 多 ”元 案 的 集合 是 存在 的 ， 并 作为 
实体 研究 了 它们 , 正 因 如 此 ，Cantor 的 理论 在 当时 受到 一 部 
分 数学 家 的 非 难 其 至 滞 烈 的 皮 击 我 们 认为 ,，“ 实 在 的 无 窍 ” 
是 人 类 思维 高 度 抽象 的 结果 ， 而 近 几 十 年 数学 发 展 的 历史 也 
说 明了 Cantor 理论 的 高 贷 价值 ， 我 们 姑 认 具有 “无 寄 多 * 元 
紊 的 集合 是 存在 的 ; 


无 穷 公理 
至 少 在 在 一 企 归纳 集 . 


这 个 公理 实质 上 承认 了 一 种 特殊 类 开 的 “无 穷 集 ” 的 存 
在 ， 我 们 说 "实质 上 ”"， 因 为 “无 穷 集 ”的 趟 式 定义 还 要 等 到 下 
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一 章 方 始 给 出 。 

上 节 说 过 、 只 用 归纳 集 的 琴 个 条 件 还 不 足以 确定 自然 数 
集 ， 还 需 忆 掉 多 余 的 元 素 , 留 下 一 个 不 能 再 小 的 归纳 集 。 这 
-就 是 说 ,我 们 需要 一 个 归纳 集 , 它 是 一 切 归 纳 集 的 共同 部 分 ， 

【 引 理 】 存在 唯一 的 集合 @， 恰好 包含 一 切 属 于 每 个 归 
纳 集 的 元 内 ， 

证 ” 披 无 穷 公 理 ， 作 取 一 个 存在 的 归纳 集 4， 可 取 它 做 
包容 集 。 另 外 , 取 条 件 C{w) 为 | 

“ae 每 个 归纳 集 ”. 
根据 子 集 公理 ,存在 唯一 的 集合 
om ae da 每 个 归纳 集 } 
一 {#1nE 每 个 归纳 集 }， 最 
【定义 ]】 称 党 合 
ww 一 {nln€ 每 个 归纳 集 } 
为 自然 数 集 , 它 的 元 素 为 自然 数 。 

例如 ,前 面 已 经 知道 , 0, 1, 2 属于 一 切 归 纳 洁 ,所 区 它们 
都 是 自然 数 . 用 列举 的 办 法 确定 自然 数 集 是 永远 不 可 能 的 . 
我 们 的 定义 则 是 用 关于 元 素 的 条 件 “- 一 下 子 ” 确 定 了 自然 数 
集 , 任 何 符合 条 件 的 元 素 ( 本 身 也 是 集合 ) 都 是 自然 数 ,不 符合 
条 件 的 都 不 是 . 

在 本 节 中 ,我 们 把 w 作 为 自然 数 集 的 专用 记号 ， 由 定义 
可 知 , 是 每 个 归纳 集 的 子 集 外， 然而 ， 它 本 身 是 归纳 集 吗 ? 
以 下 定理 给 出 答复 : 

[定理 2] w 是 归纳 集 . 


包 注意 ,我 们 不 谎 儿 是 一 切 归 纳 集 的 交集 * 因 为 一 切 娄 纳 举 形成 不 了 集合 . 
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上 一 一 - 


证 1 部属 于 每 个 归 细 集 . 故 按 定 义 ， 儿 aa。 
2) 对 于 任何 的 #， 
nt oo 一 mt6 每 个 门 纳 集 
一 之 #1€ 每 个 归纳 集 
一 > TE ww, | 

把 引 理 同 定 理 2 结合 起 来 ， 可 以 看 出 : 1) w 是 一 切 归 
纳 集 的 子 集 ，2) ao 自己 也 是 归纳 集 。 在 这 样 的 意义 下 ,可 以 
说 ,是 最 小 的 归纳 集 (在 包容 意义 下 )， 这 样 ,就 不 可 能 有 比 
再 小 的 归纳 集 了 。 这 就 是 说 ,如 果 4 是 归纳 集 , 而 且 ACCw， 
则 4 = 

[定理 3】 《归纳 原理 ) 设 4Cw， 且 

i) UE A, 

ii) Wné€ wlnE€ 4&4), 
风趣 一 co 

证 现在 4Co。 候 按 条 件 i)， i)。4 是 妇 钠 集 , 歼 oC 
并 最 后 得 到 4 一 o。 

归纳 原理 是 常用 的 数学 归纳 法 的 根据 ， 这 就 是 : 

设 Ctw) 是 关于 #€ w 的 一 个 条 件 。 如 时 

iD 对 于 ”一 0 C(o) 成 六 

iD C(tn) 成 立 > CCot) 成 立 ， 

这 只要 在 定理 3 中 取 

由 一 {ne€ wl Cn)} 


就 可 以 了 . | 
我 们 知道 ,对 于 任 一 自然 数 », 总 在 在 自然 数 z+, 为 有 的 
后 继 者 。 以 下 害 理 说 明 另 一 方面 的 问题 : 
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【定理 和 3” 对 于 任何 自然 数 # 也 0， 存在 一 个 自然 数 六 
' 和 使 吉 1 二 
证 ”用 归 纲 原理 设 
本 一 1 同人 E 如 | 习 mE fm+ — #)}, 


我 们 有 

这 De 4, 

1 设 ed 对于， 取 和 一 ?， 则 mr 一 3+ 可见 
ntE A 

由 归 钙 原理 ，A 一 co 所 以 ,如 xnE€wm 且 # 基 0, 则 # 属 
于 各 的 第 二 个 子 集 , 苔 存在 wm€ wm 使 1! 一 有. B 

对 于 关 过 0: 称 使 六 一 # 的 吕 为 的 先行 者 , 记 种 一 2 
定理 4 吉明 和 任何 非 零 的 自然 数 都 有 先行 者 。 至 于 0 没有 先行 
:者 这 一 事实 则 旱 在 完 理 1 中 就 已 确立 了 ， 

以 下 引信 一 个 与 自然 数 以 及 一 般 的 序数 ( 见 第 六 章 ) 有 关 

【定义 】 设 给 定 集合 3。 当 且 仅 当 的 任何 元 素 的 元 素 
仍 为 吾 的 元 娄 ， 即 

Vxvy(yE rh re BB > ye 8B), 

就 说 B 是 一 个 传递 集 , 

【定理 5] 每 个 自然 数 # 是 传递 集 。 

证 用 归纳 原理 . 设 4 由 一 切 成 为 传递 集 的 自然 数组 
成 : 


A ne wl Yr yyE rAxE n> ye 7)), 
则 
) 0 一 名 € A， 这 是 因为 ze 名 永 不 成 立 , 故 关于 了 的 
元 到 = 的 条 件 对 于 ”一 0 成 立 ， 
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入 ne€ 4 即 设 对 于 任何 的 x，y， 
YEXNIE Nyt #, {1) 
现在 看 m+。 设 yEx 且 xE w+*。 芭 | 设 
?了 Ex 六 YE 

于 是 ,或 者 y& x* 人 xEw， 则 由 (1) 排 册 yE ai 或 者 YE x 人 * 一 
同样 有 YE 23， 由 于 Ca ， 收 ?Ea。 可见 2 满足 4 的 
元 素 的 条 件 , 故 nw1€ A. 

按 上 归 商 原理 ,4 一 wm， 定理 得 证 . | 

【 注 1] 设 = 是 自然 数 ，* 是 = 的 元 素 。 出 定理 5， 如 
?Ex， 则 ?cm。 可 抑 > 尺 是 二 的 子 课 .用 文字 宫 达 ， 这 就 
是 : 

自然 数 的 元 素 必 同时 是 它 的 子 焦 . 

例如 ， 0 € 1 ， 得 时 0cC1l; 0, 1€2, 同时 0,1C2,， 对 和 注 
意 ， 以 上 命题 之 逆 不 能 一 般 成 立 , 例 如 3C3, 但 3&3;{0, 2} 
一 3。 但 10, 2} 反 3。 

按照 我 们 的 经 验 ， 一 个 集合 不 是 向 己 的 元 素 应 是 一 条 普 
沉 的 原则 (参看 第 一 章 ,$ 4)。 这 个 原则 可 以 从 另 一 条 更 普遍 
的 公理 推出 { 参 者 习题 六 ,13)。 对 于 特殊 类 型 的 集合 自然 数 。 
这 是 可 以 根据 前 面 的 结果 证 明 的 . 

[推论 】 对 二 任何 的 自然 数 4#。 4. 

证 设 A 一 1n€ wln%n). 

则 让 0 GEA 

i) 设 n6€ 4 邑 设 ” 乓 2。 者 n1，。 如 nt€ w+, 见 设 w+€ 
nU{n}， 战 者 #+E#, 比 时 因 ne w+， 故 由 定理 5, 得 me xi 
或者 a+ 一 #， 此 时 由 假设 #1E xs， 同样 得 n€ wn， 这 都 与 假 
设 z&n 巴 慎 ， 所 以 时 疙 时 。 故 寺 E A 
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按 轨 纳 诛 理 , 4A 一 ov 

由 以 工 推论 可 以 得 出 : 

自然 小 的 返 素 必 是 它 的 真子 集 。 

事实 上 ,出 注 1, 对 十 自然 数 # 的 元 素 x 来 说 ,xCn。 得 
* 天? 否则 就 与 推论 了 矛盾。 | 


【定理 6] 自然 数 集 名 蚌 传 递 集 , 

证 设 A 二 [new|lVr(rEn=>xew)}, 
则 由 0€ A, 这 是 因为 xE 0 永远 不 对 , 

ti 设 ze 4 ， 即 设 对 于 任何 的 +E ma ze w。 看 m+。 设 
xzE ars 即 度 <xEzUta 或 者 zenm。 则 由 假设 。xe w; 或 者 
才 呈 3 同样 有 xE€ ww。 

按 归 纳 原理 , 4 一 ww。 这 就 是 说 ,o 的 任何 元 素 ”的 元 素 
zx 仍 是 wm 的 元 素 , 故 是 传递 集 , 和 

定理 6 又 可 说 成 ， 自然 数 的 元 赛 是 自然 数 ， 

把 以 上 的 结果 综合 起 来 ， 自 然 数 的 元 袁 都 是 些 什 么 就 是 
很 清楚 的 了 : 

[ 注 2】 自然数 的 元 素 似 是 自然 数 ,而 且 是 它 的 真子 集 

例如 , 3 一 种, 1，2} 的 元 素 0。1, 2 都 是 自然 数 ,它们 还 
都 是 3 的 真子 集 。 


$3 Peano 公 理 


在 $1 我 们 讲 过 ,自然 数 的 基础 理论 的 严格 化 从 Peano 设 
立 公理 开始 ， 以 下 对 这 套 公 理 作 一 介绍 , 

自然 数 集 wo《 它 的 元 素 思 做 自然 数 ) 和 数 0 作为 不 定义 
的 原始 粳 念 :但 往 只 以 下 公 吾 :. 
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〖【Peano 公理 】1) OE€ ow. 
2) 每 个 a6 有 嘛 一 鬼 后 猴 考 Eo( 觅 身 ( 1 > 
吕 也 不 定义 ,但 其 有 以 下 仁 质 ),、 
3) 0 不 是 任 全 《的 后 然 者 : 即 
Yn EE alnt a 0). 


~ 


人 不同 的 自然 数 有 不 同 的 后 继 首 , 即 、 


es 


5) oo 满 号 归纳 原 二 、 

作为 公理 ,在 Peano 提出 它们 时 是 不 加 证 明 的 。 然而 ， 
在 我 们 的 理论 系统 里 ,我 们 已 经 定义 中 是 晤 小 的 归纳 集 , 定 义 
0 为 空 集 多。 并且, 在 一 般 的 后 继 者 的 定义 下 ,六 一 nnU{n}, 
这 样 。Peano 公理 的 各 条 都 可 证 明 . 性 质 1} 和 2) 侣 在 一 起 就 
是 定理 2 性质 3) 已 包括 在 定理 1 中 。 人 性 质 5) 就 是 定理 3， 
议 下 证 明 剩 下 的 性 质 4): 

设 s,mE wm 且 # 天 二 ,我 们 证 朋 n+ 关 w%+。 事实 上 ,如 
9m UJ 于 么 就 有 :1)】 nE mt 
{mt 且 2) me aU(n}. 由 1) 推 咱 snE 吉 s 或 # 二 mm, 由 2) 推 
出 mE wn 或 坟 ;一 ns。 按 假 设 , ww 二 m4 不成立 ,所 以 由 1) 和 2) 
推出 wn€ m 且 m€ #， 由 定理 5, 自然 数 * 是 传递 集 , 故 ze a. 
这 就 与 定理 5 的 推论 相 了 矛盾。 可 苑 + 尖 m+。 | 

顺便 指出 ,性 质 4) 等 于 说 ,每 个 非 零 自然 数 的 先行 者 ( 定 
理 4 证 明了 它 的 存在 } 是 唯一 的 . 


$4 自然 数 集中 的 顺序 
在 本 市 ,将 定义 自然 数 集中 的 小 于 关系 ， 按 照 以 前 规定 ， 
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0 一 人 东 ,1 一 {10 2 一 tl 3 一 10.1 21 等 等 ， 
所 以 0El:,0,1620.1,.253, 等 等 .在 来 : 对 于 自然 数 ,把 
属于 闫 系 定义 为 小 于 关系 是 适当 的 ， 

在 正式 定义 以 前 ;我 们 做 些 理论 上 的 准备 工作 ， 

[ 引 理 1】 对 于 任何 的 2， me wm， 

rE mp 
证 1)“ 字 “部 分 .和 任 取 #€Ew， 设 
A {mE wlne mntt mt+}, 

并 对 到 进行 归纳 。 如 能 证 明 4 一 w, 则 对 于 任何 的 x*€w 和 
任何 的 m€ o。 都 能 击 w& m 推出 Emo， 事实 上 ， 

i 对 于 和 一 0 一 个，m6m 永 不 成 立 , 疏 0E 4 

ii》 设 me 4A。， 则 设 

NE mnte mt’, C1) 
看 mpm? 设 mn€ mw+， 前 设 wnE 由 Um}j。 那么 ,或 者 n€m, 此 
有 时 由 (1), wTE rt+Cfmpt+)rs 故 n+E (mt)+; 或 者 # 一 吉 , 此 
时 着 一 w+E (m1?)*。 在 两 种 情况 中 , 孝 扒 出 n+€E (m+)*, 可 
网 + A 

按 归 纳 原 理 , 4, 一 om。 

2)“ =" 部分, 设 zrE m+ 即 设 n+E mU{m}。 于 是 ， 
或 者 #1€ 全。 此 时 , 因 =Eea+， 故 田 定理 $。rzt6 m; 或 者 #+ 一 
;同和 样 有 #& 六 | | 


一 成 立 : oo 
EN ED. 
证 如 nn 二 mm 匡 a€E mpm; 则 坟 Em 四 一 1 有 men, 
则 nen; 如 ac 几 量 mens 则 出 定 避 5 同样 有 me #， 这 都 


各” 启 然 数 染 中 的 师 序 


H+ 


与 定理 5 的 推论 矛盾 ， 可 见 三 种 销 缘 两 两 不 相 容 . 有 
[ 引 理 3] 对 于 任何 的 2，w€ oay 以 下 三 种 居 形 至 少 有 
一 成 立 : 


> 
ED 


Es EE 
1) 先 对 mw 一 0 的 情况 进行 证 明 ， 设 

B= {nt win—= OVOEn}, 
以 下 证 明 吾 与 o 重合， 


i} 0€ B., 


证 


1 设 ac 了 3 即 关 一 0，06m 有 一 成 立 ， 看 n+，。 因 
#1 天 0 夏 需 证 0€ nt。 如 # 一 .0, 则 因 oen+y 酸 0ecnp+; 如 
0&#, 则 由 定理 5, 同 术 得 0€n7。 可 见 n+€ B. 

按 归 纳 原 理 ，B 一 w， 即 对 于 任何 me n=0, 0€n 
至 少 有 一 成 立 ， 


2) 任 取 mn€ oy* 设 


A {mE wln== mVnE mY me n}, 
并 对 短 进 行 归纳 ， 


1) 0U& 4。 这 已 在 1) 中 得 证 . 

ii) 设 me As， 那么 ,或 者 #2 一 澡 ; 此 时 nn€ mt 成 立 :或 
者 mE m， 此 阿 闻 样 a€ mt 席 立 ;或 者 mE n。 此 时 由 引 理 1， 
mE nt 即 mt€ wnU{n}， 于 是 ,或 者 m+€ 4， 或 丙 mt 一 


#。 总 之 ,在 各 种 可 能 证 ,都 推出 m+ € 4 
按 归 商 原 理 ，A。 一 om 


由 于 wt w 是 任 伍 的 ;所 以 对 于 
任意 的 a， me wm, 引 理 折 述 三 种 情形 至 少 有 一 成 立 


. 用 
L 引 再 4] 对 于 任何 的 ay me my 于 是 mm 的 元 素 ; 当 且 仅 
当 # 基态 的 真 于 集 ， 即 邯 


Yn, mE wn€ mn 和 年) 
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证 “之 "已 证 (看 $2, 注 2)。 以 下 证 ”< "部 分 。 设 
pm 月 #8 吉 。 按 引 理 2,3, 由 # 产 吉 推 出 ,情形 

1) aesm, 2) mE€n : 
恰好 有 一 成 立 。 哪 一 个 昵 ? 按 $2, 注 1, 由 2) 将 推出 二 #， 
这 连同 假设 #C 吕 ,就 推出 ja 二 m, 与 息 设 #* 关 m 矛 慎 。， 可 
网 1 必 成 立 ， 

【定义 】 对 于 月 然 数 =，m。 当 且 仅 当 *E 六 【二 呈 六 3 


i 


时 ,说 = 小 下 如 。 记 以 


在 这 定义 二 ,可 写 
WHE OVIE wf E FENDI Ln), 
按 定理 6, n&€ wie n 葡 涵 着 i€ mw， 所 以 , 以 上 公式 与 公式 
VnE ol(ViGE nepit whi < n)) 
等 价 ， 这 就 是 说 : 
【 注 】 任 一 由 然 数 和 是 由 小 于 官 的 一 切 自 然 数 组 成 的 -一 


个 和 集合， 即 


每 个 自然 数 # 降 表示 为 直线 上 的 点 于 ;及 
是 这 点 子 前 面 一 毁 点子 的 集合 。 
疼 3 


no {EE w|i < 
名 这 就 是 说 ;名 中 的 小 于 关系 旦 : {Ci mj EwmxXwln€ rm}. 


加 这 等 式 及 是 为 了 直观 上 的 便利 ;其 实 ; 1 忆 # 就 屋 iE#， 它 算 不 上 集合 万 
的 元 索 § 的 条 人 忻 ( 赴 第 一 章 ，§ 327， 按 规 定 ,w 不 应 出 现在 条 件 中 ， 


什 ” 景 小 数 原 理 和 


《参看 图 9)， 例 如 ，。 
1= {0},2= {0,1},3— {0,1,2},100 =— {0, 1,., 99}, 
自然 数 集 wm 中 的 二 关系 其 有 以 下 两 个 基本 性 质 : 
[定理 7】 《三 野性 ) 对 于 任何 的 am E w, 以 下 三 种 情 
形 恰好 有 一 成 立 : 
Wie 
这 就 是 引 理 2, 3. 
【定理 8】 (传递 性 ) 对 于 任何 的 x ms! ea 
A 
这 可 由 定理 5 推出 . 
最 后 ,引信 几 个 记号 ,我们 把 小 于 关系 一 的 逆 叫 做 大 于 关 
系 , 记 作 > , 即 当 且 仅 当 = 之 加 时 , 记 m > m 我 们 把 小 于 关 
系 与 等 于 关系 的 并 集 记 作 氨 【 读 作 “ 小 于 或 等 于 ”), 即 当 且 仅 
当 s 所 mV sn 一 各 时 , 记 n 所 m， 关 系 所 的 逆 记 作 安 。 值得 
注意 的 是 ,2 所 w 与 sm 是 一 致 的 ， 


$5 最 小 数 原 理 


我 们 将 在 本 节 建立 关于 自然 数 集中 的 一 关系 的 一 个 重 
紧 特 性 ,这 个 特性 是 整数 集 ， 有 理 数 集 和 实数 集 所 不 具备 的 
为 此 , 先 证 以 下 引 埋 : 
5 引 型 】 如 果 自然 数 2 小 于 mw， 那么 *# 的 后 继 者 n+ 不 
外 超过 mr 只 明 二 
证 设 < mm。， 即 设 ae m， 由 上 节 的 引 理 1， 
te mt mm {my, 


或 者 9 Em 间 # 过 my 或 者 1 一 入 总 之 #1 志 吉 有 
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由 引 型 不 难 淮 出 自然 数 集 的 不 同 于 在 其 基础 上 上 建立 的 有 
理 数 集 ， 实 数 集 [它们 的 任何 两 个 元 泰 之 测 还 有 其 他 元 束 ) 的 
特性 ;在 任何 自然 数 # 与 其 后 继 者 zi 之 问 不 存在 :时 他 自然 数 ， 

下 面 定 义 最 小 数 ， 谈 ACw， 当 用 仅 当 存在 wm€ A， 使 
对 于 任何 ?< 4，m 委 2 就 说 和 是 二 的 最 小 数 ， 应 该 注意 ， 
如 4Cw 有 奶 小 数 , 则 最 小 数 必 叭 -。 事 实 上， 如 ms 加 都 
是 4 的 胶 小 数 , 则 由 定 儿 ,pjE 用 且 EE 有 及， 认 而 而 半生 


让 fo 故 no 一 Hl, | 
[定理 9] (最 小 数 原理 ) 任何 让 自然 数组 成 的 此 集合 
必 有 最 小 数 。 


证 设 ACw 且 4 关 多。 以 下 分 几 步 证 明 4 有 最 小 


数 : 


1) 设 工 是 不 超过 革 的 任何 元 素 的 自然 数 的 全 体 : 
T= {mewmlvie ACm SE nn}}, 

现在 证 明 了 关 ww。 事实 上 , 因 4 关 贡 ， 故 可 取 me A4， 于 
是 时 盖 mu 可 见 夺 Ew 但 nt 

2) 以 下 证 阴 存 在 moé 了 ,使 叶 六 7T。 事实 上 ,如 果 不 
是 这 样 , 即 如 对 于 任何 的 mwé 了, 总 有 mr+eT。 则 交 因 0e， 
于 是 由 归纳 原理 。T 一 w, 与 1) 中 结果 浪打 ， 

3) 最 后 证 月 70 就 是 4 的 城 小 数 。 审 实 上 , 因 wo T, 
故 按 工 的 定义 ， 


SEE (mo Sn). “(1) 
可 见 只 要 证 明 me 4 就 可 以 了 .用 反 证 法 如 mw 艺 A， 则 
排除 了 (C1) 中 等 号 成 立 的 可 能 : 

Vat (to < #), 


由 引 理 ， 


四 递 准 原 加 Bs 


Vne ACmrt Sh), 
于 是 me 符合 工 的 元 素 的 条 件 , 故 mi € 了 了 ， 这 就 与 2) 中 增 。 
的 定义 予 慎 . 目 


6 递 推 原理 


先 看 微 积分 中 一 个 例题 ， 设 < 是 一 个 下 实数， 如 下 " 定 
义 ” 一 个 数列 wx: ww- 民 +. 

1) uO 一 we， 2) snr) — Ve + ln). 
这 里 ,由 1), 首 项 w(0) 已 确定 为 w < ; 由 2), 次 项 nat1) 确 


定 为 Ve。 V5; 青 由 2)， 再 次 项 w(2) 也 确定 为 
Vs 二 Met Ve 了 
“以 此 类 推 ”>, 就 似乎 可 以 认为 整个 数列 已 经 定义 了 。 这 样 判 
断 的 根据 是 不 充分 的 1 我 们 只 写 出 了 数列 的 前 三 项 ， 即 全 号 
得 再 多 ,也 只 能 写 出 “有 限 多 ”项 ， 整 个 数列 的 项 是 写 不 完 的 ， 
“以 此 类 推 "不 能 代 蔡 正式 推 证 ， 
本 节 将 要 建立 的 递 推 原理 可 以 保证 1) 和 2) 确 能 定义 一 
个 数列 。 为 了 使 概念 一 般 化 ,再 洲 察 一 下 公式 2)。 实际 上 我 
们 给 出 了 一 个 函数 产 民 + -> 尼 '"， 直 让 
fx} — Vetr, 


而 2) 指 的 是 w(#+) 一 了 atn))，。 这 种 形式 的 公式 通常 叫做 
” 递 推 公 式 ， 

【定理 10】 ( 弟 推 原理 ) 设 给 定 非 空 集合 X 和 它 的 一 个 
元 素 os、 并 给 定 一 个 风 数 /: X 一 X， 那么 ,存在 唯一 的 了 
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数 x; w 一， 满足 ;_ 

DD al0) os 2) afnt) fun)), 

{分 析 】 而 在 只 看 # 的 在 在 性 ,我 们 票证 明 的 是 ,存在 一 
个 图 数 xz 中 一 并 满足 : 

1) (0 4a) E ay 2) Yn Ewvr ee XN({n, rx) EE wu (nt, 
Tz)DJE 《参看 图 10)。 我 们 用 间接 的 方法 证 明 函 数 “的 
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图 中 的 点 子 组 成 # 

图 10 
存在 性 . 暂 不 涛 虑 满足 1)、2) 的 函数 x， 而 先 考 虑 满足 1 )、 
2) 的 关系 0 (参看 图 11)。， 这 样 的 关系 肯定 存在 ， 因 为 至 少 
“XX 是 其 中 的 一 个 (最 大 的 一 个 )、 不 妨 设 想 , 这 样 的 关系 
中 最 小 的 一 个 ， 邯 一 切 这 样 关系 的 交集 应 是 我 们 可 寻求 的 况 
数 w， 

【定理 的 证 明 】 满足 1)、2? 的 函数 x 的 唯一 性 不 难 用 归 
纵 原 理 证 明 ， 我 们 只 证 函数 “的 存在 性 ， 先 看 满足 条 件 
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tn > 
‘mA 


| 
省 村 


0D 1 2 nn 


图 中 的 线条 组 成 鼠 
图 1 


1) (0, a}e UD, 

2) Vné wre X((n, EU > {nt, fx)) ee DY) 
的 关系 UCw x 区 X， 设 村 是 一 切 这 样 的 组 成 的 集合 ; 
. MM 一 {Ue Blw x XX)IU 满足 1), 2)}), 
那么 ,不 难看 出 w_ X RE M， 可见 财 有 六。 设 

«= NCM). 

以 下 证 明 * 就 是 所 求 的 责 数 : 

4) 作为 关系 ,* 满足 1)，2)。 事 实 上 ， 

1) 由 (0,a) 尾 干 每 个 了 推 知 (0, a) ew; 

2) 由 (s, xz)eE xn 推 知 (xn, x) 属于 每 个 如 ,从 而 推 知 
(2 f(x)) 属 干 每 个 U， 故 (n+, f(x)) Ew 

B) dom ra) = w Bran (wn)CCX, 
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第 一 等 式 可 用 归纳 厌 理 证 明 ， 第 二 等 成 由 wwCw Xx 半 推 
知 ， 

C) 关系 是 函数 ， 这 只 要 证 实 x 的 元 素 (n, +) 关于 第 
一 华 标 * 的 单 值 钙 涝 可 以 了 。 用 Ctn) 记 条 件 

Vxvy (tn x EHA(n yy) En x py) 

并 设 TT 一 ine w|C(n)}, 

我 们 用 归纳 就 埋 证 明 工 与 w 重合. 

i) 0E 了 .事实 上 ,如 0 各 TT， 邮 CC(0) 不 成 立 , 那 么 ， 
对 ), 已 自 EX 俺 (0,a)ea 故 必 有 ac 和 旦 尖 a， 使 
《0s 上)€ az。 于 在 把 多 祭 的 《0 6 城 撞 , 设 

人 一 0) 

因 4 关 pb 帮 (0,4) 关 (90,585), 可见 (0, a) 没有 被 减 乔 , 即 
(00, a) Ew, 于 是 a 满足 1 此 处 , 设 (nx)jt ww， 则 {n， 
xX)EW， 由 4) (nts fx))eEw。 但 #7 浆 0 《定理 1)， 让 
(ms 天 《0 的， 所 以 《ay Hx)) 没有 从 中 减 掉 , 妓 
(nt f(z))eE ww ， 于 起 we 满足 2)， 这 样 就 有 ee M.. 这 是 
说 ,存在 # 的 丙 了 集 w'€ M, 就 辣 # 一 由 (M) 矛盾 了 ， 最 后 
断定 ，0 扎 了 不 对 . 1 

ii 如 z€ 了 了 ， 则 xn+€E 人 事实 上 ,由 se 了 可知， 如 
《es x)E Hz 则 这 xe 多 就 是 唯一 的 ， 又 因 # 满足 2)， 故 《oa+， 
fx)E ww。 以 下 证 朋 , 如 #1 入， 就 会 导 玖 也 看 ， 事 实 上 ， 
如 果 这 样 , 妈 站 在 ?EX 天 于 se， 使 (ay)cewr 象 让 中 
那 梯 , 设 


un {nt, 7)), 


因 f+ 天 0, 政 (nt, >) 《0， a), 可 网 《0。 区 #”, 即 ur” 满 
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足 1)。 此 外 , 设 {mENWs 则 (ms, 1)E 4#, 且 因 ww 满 四 2)， 
Cm* Cj) Ew。 此 时 : 

如 mw 一 坟 ，。 基 上述 唯一 的 一 击 天 (mt?) ) 一 (#1， 
Hz))， 但 了 关 1x)， 下 (nf, 了 7)) 天 (nt,，Y)，。 可 轩 (m1+， 
fl) ew. 

加 天天 2 则 下 Peano 公 捍 的 性 质 和 ,mr* 关 n+, 政 
(om 拓扑 天 (3 同样 得 到 (wm 7 DDE mw . 

可 网 #” 述 满足 2)]，。 满 足 1)。2) 的 w” 是 集 组 村 的 成 
员 : 但 它 又 是 x 的 真子 集 。 这 恕 与 # 一 门 11) 矛盾 ， 

总 结 门 ，i)， 按 归纳 原理 ，。 了 了 一 w.。 可 风 对 于 任何 的 
n€ aa， 关系 # 的 澡 二 举 乐 单 信人 性 C(tw) 成 立 : 折 以 < 是 函 
数 . 基 

在 此 ,我 们 对 定理 中 # 的 存在 性 的 证 明 做 些 解 释 .。 有 些 
读 首 可 能 认为 以 下 的 “证 有 明 ” 简 单 得 多 ， 

“次 A 一 4n€ wlwu(#) 被 确定 }. 那 么 , {i) 遇 1), w(0)= 
as 天 06 A4。 (ii 设 ne 4， 湖 nln) 被 确定 ， 则 由 2)， 
n(n*) 一 ntn)) 被 确定 : 故 < 有 4， 按 妇 纳 原理 ，4A 一 必 ， 
并 对 于 一 切 ne wo，wtn) 被 确定 ,从 而 存在 函数 wn: o -> XX， 
注 足 1)，22. 

这 证 靶 是 错误 的 ,其 铁 误 在 于 , 它 利 用 了 1), 2)" 证 明 * 渍 
足 1), 2) 的 天 丈 < 存在 ,或 者 说 , 官 扎 承 认 了 满足 1), 2) 的 函 
数 # 存在 ,再 证明” 它 存在 .这 当然 是 通 不 过 的 ， 

为 了 岳 述 方便 ,在 已 证 的 递 挫 原 畦 中 , 称 X 为 取信 和 集 ， 4 
初 入 4¢ X 和 漳 推 明 数 jf XX 一 XX， 就 存在 唯一 的 冰 数 _#; 
ao .> 愉 > 满足 初 值 条 件 1 和 递 推 公式 2， 倒 如 ,在 本 节 开 始 


一 
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的 例子 中 ,到 值 集 是 RR':， 初 人 是 Vc ， 递 推 函数 f， 届 + 
Rt 由 flx) 一 Ve 十 x 定义 按 递 推 康 理 可 以 断定 存在 唯 
一 的 中 数 #4; o 一 尼 +， 满 足 

1) wa(0O) Ve ,2) n(nt) — Vr + ln), 


$7 自然 数 的 和 积 : 第 


作为 递 挫 原理 的 应 用 ,我 们 在 本 节 定 义 自 然 数 的 和 ， 积 ， 

背 ， 
按照 大 们 做 如 法 的 习 司 ,自然 数 购 加 法 应 满足 :对 于 任 

何 给 定 的 自然 数 m， 

1 m 与 0 之 和 是 区 自己 : mw 十 0 一 mm; 

2) 如 果 知 道 了 避 与 自然 数 w 的 和 吉 十 #， 那 入,m 上 与 # 
' 的 后 继 者 和 的 和 m 十 #1 就 等 于 尺 十 # 的 后 继 首 {rm 十 #8)+: 
十 nt 

我 们 利用 递 推 厌 理 证 明 满 足 条 件 1), 2) 的 运算 “十 ”的 唯 
一 存在 性 ， 事 实 土 ,对 于 任 给 的 me mw。 兰 条 件 

1 Sa(0) 一 my 2)m Smln+) 一 Sofa)+。 
如 在 递 推 原理 中 让 取 值 集 为 w, 初 值 为 m, 递 推 函 数 二 wm 一 
由 藉 和 一 六 定义 ; 则 由 原理 ,可 知 看 在 唯一 的 函数 Su: o 一 
,满足 1)w，2)wn， 由 天 Eu 的 任意 性 ， 这 也 就 唯一 确定 了 
一 个 运算 十 ; w X mw 一 w， 其 中 mm 十 # 一 5,(r)， 满 足 1)， 
2)。 | 

【定义 】 ww 中 的 加 法 十 是 w 中 满足 以 下 条 件 的 唯一 运 
. 算 ; 对 于 任何 的 #4，。m€ co 


证 让 全 于 


种 自然 数 的 和 . 积 " 寡 91 
l}ym+t0mm, 2) m+nt =— {m+ 4)1, 
mp 十 攻 吕 和 收 吉 17# 的 和 和 ， 


en 


[ 注 23 用 归纳 原理 可 以 证 明 , 对 于 任何 的 wy me oy 

1) 0 二 

[ 注 3] 自然 数 的 加 法 满足 交换 律 ,结合 律 和 消去 律 ， 即 
对 寺 伍 何 的 2 Eee 

更 十 如 三 Py 
十 霓 } 十 # 一 上 十 (1m 十 ns、 
十 1 一 十 1 访 雪 一 放 

读者 可 用 归纳 原理 证 明 这 些 算 律 。 在 证 明 交 换 律 时 ， 需 
引用 注 2 的 结果 . 

类 似 地 可 以 定义 自然 数 的 乘法 ,定义 的 合理 性 ( 即 定 义 的 
运算 的 唯一 存在 性 ) 留 给 读者 自己 验证 ， 

【定义 】 ww 中 的 乘法 .是 m 中 广 足 以 下 条 件 的 唯一 送 
算 : 对 于 任何 的 "me oa 

1} m= 0 2) m:n mm nt 
而 ,四 向 严 与 二 的 积 。 

[ 注 4] m、 1 一 mm 

[ 注 5 对 于 任何 的 #， me mw。 

1 

【 注 6 乘法 满足 交换 律 , 结 合 律 和 消去 律 , 以 及 乘 靶 关 
于 加 法 的 分 配 律 : 


和 
a 


(mm 
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ek RNA died 
rt 

最 后 定义 白 然 数 的 乘 方 运算 ， 定 义 的 合 显 姓 留 给 读者 验 
证 : 

【定义 】 名 由 的 屠 方 运 托 F: @ Xo 六 0 一 记 F(m, 
#2) 一 可 "一 一 是 中 注 足 以 下 条 件 的 唯一 运算 ; 对 于 任何 的 
3 HE 07 
DD wD, De 
wm 做 各 的 # 次 手包 

【 注 7?] 型 一 m， 对 于 7 区 0 0 二 0 


【 注 8 指数 法 划 成 立 : 


i rr ~ ps 


(ma) mt, 


【rn 四 
rr 
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在 $2 的 归纳 原理 中 , 除 初 始 条 件 i))0e 4 以 外 ,归纳 条 
件 i Yae wlne 4 过 nt€ A) 说 的 是 由 性 一 非 沁 自然 数 2+ 
的 先行 者 se 4 能 推出 n+€ 4.。 归纳 党 理 是 证 明 有 关 自 然 
数 的 众多 性质 的 有 力 工具 ， 但 是 ,有 有 些 与 白 然 数 友 关 的 性 质 ， 
例如 , 任 一 卡 0 非 1 的 自然 数 必 能 表示 为 一 些 质 数 之 职 , 这 性 
质 直 接 用 妇 纳 原理 证 明 它 们 是 困难 的 ， 漠 证明 这 些 检 质 ， 归 


名 注意 ;这 里 万 例外 地 有 0" 一 1. 
二 应 区 别 这 里 的 记号 m” 与 过 去 的 记号 YX 中 X:.# 月 YY 二 上 的 情形 > 后 着 
指 从 集合 # 到 集合 到 肉 的 一 切 喘 射 的 沁 合 ， 
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纳 假定 1) 需要 加 强 为 : 对 于 任 一 自然 数 来 说 ， 由 一 切 小 于 
它 的 百 然 数 〔 不 止 它 的 先行 者 ) 属 上 工人 能 推出 这 上 自然数 属于 
用， 这样 其 强 了 归纳 假定 的 归纳 原理 就 起 : 

[定理 11 《第 二 归纳 原 捍 ) 串 设 A4Cw 满足 以 下 条 件 : 
对 于 人 证 何 共 | #n€ is 
那么 4 一 co。 

证 假定 4 关 m， 则 w 一 用 吕 ， 按 最 小 数 原理 ( 定 
表 9)， 一 A 有 最 小数 mw。 于 是 对 于 和 在 何 的 ;之 wos 英 世 
4。 按 归纳 假设 ，me 4， 六 就 与 me w 一 4 认 盾 ， 量 

区 下 对 定理 向 一 点 说 明 。 在 4$2 的 归纳 原理 中 ， 有 初始 
假定 2 0€ 4 在 更 在 的 第 生 归 纳 原 理 中 ,没有 朋 显 提出 初 
始 假定 ， 基 实 , 由 于 不 存在 小 于 0 的 自然 数 , 所 以 小 于 0 的 
自然 效 必 于 A” 永 远 是 对 的 。 按照 现在 的 归纳 假定 ,就 得 出 
0E 4 这样, 初始 假定 0c 4 就 没有 必要 另外 提出 有 末了。 

以 下 证 遇 工 面 是 出 的 自然 数 的 性 质 : 任 一 非 6 非 1 的 自 
然 数 氟 分 解 为 质数 之 积 国 ， 设 

于 一 40,1}U{nE wm 一 40, 11 能 分 解 为 导数 之 积 }.。 
对 于 任 一 非 0 非 1 的 x， 假定 一 筷 小 于 +» 的 非 短 自然数 都 属 
于 4。 即 者 能 分 解 为 质数 之 积 , 如 w 是 质数 , 则 对 于 ”命题 当 
然 成 立 ， 如 5 二 zr， 2。 其 由 1 过 mm 之 nl 1 < 则 出 假 
定 ， 吉 人 放 ? 都 能 分 解 成 质数 之 积 ， 于 是 它们 的 医 积 # 也 就 能 
分 解 成 质数 之 职 了 , 故 me 4， 按 第 二 妇 纳 原理 ,。A4A 一 w， 可 
见 任 一 非 0 非 1 的 自然 数 都 能 分 解 成 质数 之 积 。 | | 

全 为 了 器 别 , 伺 称 和 2 的 月 绩 晤 理 为 第 一 归 绚 原理 ， 
名 关于 多 于 两 个 的 自然 数 的 积 ;参看 第 六 章 $ 10， 
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以 下 讨论 递 推 原理 ,在 55 的 递 推 原 理 中 , 除 初始 条 件 1) 
#{0) 一 2 外 , 道 推 公式 2 Ra 十 1) 一 a(n)) 说 的 是 通过 
消 数 f, 序列 (w(tn))5ew 的 第 # 十 1 顶 #{# 十 1) 能 由 它 的 
前 一 项 aln) 确定 。 利 畏 递 推 原理 可 以 判断 众多 的 序列 的 递 
推定 多 的 宫 理 性 ，§6 的 例子 就 是 递 推 原理 的 一 个 应 用 。 不 
过 ， 在 不 少 的 数学 问题 中 。 序 列 【zfa))ose 的 第 > 项 n(n) 
tn > 0) 往往 不 只 由 它 的 挤 一 项 xfa-) 确定 ,而 要 由 它 前 年 
一 些 项 确定 ， 情 如 ,看 以 下 的 微分 方程 初 值 问题 : 

十 ay 十 By 一 0 {x; Be 民 是 带 数 ) 


yt0}= 1 
YY(0)— 1. 
用 待定 系数 法 求 它 的 寡 级 数 解 y 一 全) 4sx”, 得 到 ;ao 和 = 1， 
2 T， 且 
2 en 1)as tt ha 证 (n> 2), 


n{x— 1) 
这 里 ，、a。 就 是 由 它 前 刻 的 两 项 om, ao_; 及 = 确定 的 ， 要 想 
判断 这 个 数列 《a。)ae。 的 存在 , 需要 一 个 加 强 递 推 条 件 的 北 
推 原理 . 

设 给 定 集合 天 ， 我 们 希 户 得 到 从 中 到 蒜 内 的 函数 xn， 其 
中 * 在 nt€ wm 的 值 x(n) 由 * 在 小 十 # 的 自然 数 上 的 值 所 确 
定 . 我 们 知道 , 一 {ie ol 过 #}(54 的 注 ), 记 以 ,如 果 w(n) 
能 由 “上 >” 确定 : 

u(n) = fut #), 

那么 ,这 样 的 函数 ” 就 会 满足 我 们 的 希望 ( 参 君 图 12)， 这 里 


留 # 一 1 指 的 是 = 的 先行 者 ; 一 2 指 的 是 了 一 + 的 先行 者 . 


wim= Pt 


从 Te TCD) 
4 -~ 


| 
| 
| 
] 
1 
j 


1 ~ 
? 
! | 
] | 
下 下放 


了 
1 1 
1 | 
1 | 
| 
1 ] 
} 1 
| 1 


i 


和 


图 中 的 点 子 组 威志。 
图 12 
的 递 推 函 数 了 不 是 直接 定义 在 X 上 的 , 它 应 该 是 这 样 的 函数 ， 
对 于 从 任何 的 *e wm 到 XX 内 的 任何 水 数 :", 了 在 关内 有 确定 
的 值 。 所 以 , f 的 定义 域 应 是 对 于 一 切 x€ w, 一 切 沙 数 1; 
入 一 及 所 组 成 的 集合 ， 
SV |neE wh n> X}. 
【定理 12】 (第 二 道 推 原型) 设 给 定 集 合 X, 并 设 集 食 


数 x: 一 X， 使 对 于 每 个 nCw， 
«(4) 一 fuk #), 
证 唯一 福 不 难 用 第 二 归纳 原理 淮 出 ， 我 们 只 证 存在 
性 ,如 果 能 够 证 明 存 在 函数 n: w -> 和。 使 得 
WE WIDE SC1NCu = (ns, 1A) Ew), 


加 为 了 区 别 :* 也 称 $6 的 递 推 原理 为 第 一 递 推 原理 . 
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那么 , 取 # 一 2 就 可 看 出 = 足 所 求 的 牙 数 ， 
证 明 同 定型 10 的 证 明 类 位 ， 町 不 将 过 满 中 要 求 的 泗 数 ， 
面 先 考虑 沽 足 要 求 的 关系 台 ， 即 著 忠 这 关 的 英 系 蕊 所 如 共 
区, 满足 
VE wy Ee SCDU DS (an, fT) Ee UY), (1) 
设 对 是 一 切 这 样 的 关系 已 组 成 的 集会 。 有司 w XxX XE 对， 下 
M 冯 吕 。 设 


# = NN{M). 
我 们 证 遇 = 起 从 吃 到 交 内 的 满足 (1) 的 站 数 。 


和 个 Uc 地 (x,f(1"))e 每 个 UE 
> (#2, fr) En, 
BB)】# 大 以 到 关内 的 区 数 , 我 们 围 第 二 妇 关 原理 证 明 ， 
用 Ctn) 表示 条 件 : 
“存在 叭 一 的 x€ 其 使 【rz)e nr， 


并 设 

T= {ne wlC(a)}, 

尾 取 ”6 吕 ， 假 定 一 切 小 于 ” 的; 属于 了, 这 就 是 说 ,对 于 每 

个 i 二 mn 存在 唯一 的 4%€ 下 ,使 (i, x1)e wn。 那么 ， 
I {i x i} 

就 是 以 二 到 X 内 的 函数 , 且 "Cu。 按 4) 中 已 证 的 结果 ， 

我 们 有 ke， 大 zt))Ex 以 卡 证 明 这 里 的 第 二 坐标 是 唯一 

的 ， 如 果 趟 是 这 样 , 即 存在 YE 和， y 轩 人 7) , 使 (ns y) Ew 

像 定理 10 的 证 明 一 样 ,从 “把 多 余 的 (=，) 减 掉 , 记 

wu {ny)}. 
以 下 证 明 w 仍 满足 (1)。 事 实 上 , 对 于 任何 的 m& wy 设 sm 
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是 从 如 到 交 内 的 耻 数 且 CC 个 。 则 9 从 和 而 【ma 
sm) ) EE wn。 此 时 ; 

或 者 吉 一 #, 则 引 归 钠 假 定 中 关于 第 二 华 慰 的 唯一 性 ， 
但 fr) 声学， 
疏 【六 天 3) 5 9)， 可 网 Crs 人)) 没有 太 # 中 减 
扫地 s (rm, TO E ww, 

或 着 站 天 3 则 (ms 并 rr 隆 {n, yy 同样 有 (mm 
rem))e nm. 

总 之 ,sn” 满足 (1),; 了 即 we MM 但 是 # 的 真子 集 , 这 
就 同 一 作 (CM) 矛盾。， 引 轴 的 巴 是 证 明了 使 (ay x)t x 的 
xz 一 天) 的 唯一 性 : 政 ns€ 了 ， 技 第 二 归纳 原理 ,，T 一 wo, 
这 就 臣 说 ， 对 于 任何 的 ae w， 存 在 唯一 的 x E X， 使 (2， 
Xx)E 8 从 而 得 到 结论 : * 是 从 中 到 大 内 的 菌 数 。 有 

为 了 竹 述 方便 。 在 已 证 的 第 二 递 推 原 至 中 ， 称 X 为 取 值 
集 , f 为 递 推 明 数 ， 原理 申明 : ”只 要 有 了 取信 和 集 X 和 递 推 函 
数 /; 5 一， 就 存在 哈 一 的 画 数 4: % 一 六 满足 北 扒 公式 
ca) 一 (ul 1). 

以 下 做 两 点 说 明 : 1) 与 定理 10 不 同 ,定理 12 没有 阴 最 
提 到 初始 值 ， 其 实 , 从 0 到 天 的 明 数 /0 唯一 地 是 空 集 Z (第 
二 章 ,55, 注 1)、 所 以 #( 们 一 6) 就 是 初始 值 , 它 包 舍 在 
递 推 函 数 了 的 定义 里 。2) 畏 数 x 的 限制 a 了 # 可 以 写成 序列 
的 形式 (ww) co EE 12 的 递 推 公式 可 以 写成 

= 大 (to ) 0) 
这 更 直观 地 递 明 序列 C3 的 第 = 项 ws 是 由 它 前 面 的 项 确 
定 的 ， 这 种 形式 有 时 使 用 起 来 更 方便 些 ， 此外， 把 递 淮 蕴 数 
f 的 定义 域 写成 了 一 15)hcalaE 四 个 6E 支 } 有 时 志方 
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恒 些 ， 
例如 ,看 前 面 提 到 的 微分 方程 初 值 问题 。 我 们 证 明 ,存在 
唯一 的 数列 (as7sew，。 满 足 
Wy 一 1, 对 于 n> 2， 
mln las, 十 ao 
n(n— 1) 
这 里 , 取 值 集 XX 一 尺 。 递 推 函数 的 定义 域 足 
S={(4)icnnE wh 人 每 we RR} 
需要 找 出 适当 的 递 推 函数 : 设 f; 5 一 民 如 下 定义 : 
iB)= 1, H(t)a)=1, 


对 于 ”> 2， 万 (0ic) 一 一 仆 2 一 2- 十 bo， 则 
n(n 1) 
由 第 二 北 推 原理 , 知 数列 《4。)。e。 唯一 存在 ,满足 
w= B=, aa— fla)ead—l1, 


对 于 ” 2， | onl)ent pers | 
好 [站 一 1 


人 mm 一 


$9 实数 系 


在 已 证 的 Peano 公理 ($ 3) 的 基础 上 ,可 以 建立 有 理 数 
系 怨 和 实数 系 是 ， 并 证 明 它 们 的 算术 性 质 和 分 析 性 质 。 关 
于 这 些 , 读 者 可 参阅 ,例如 ,作者 的 男 一 本 书 《 数 系 一 一 从 白 然 
数 到 复数 》(19856 北京 师 大 出 版 社 )， 在 本 书 的 后 面 ， 我们 将 
认为 已, 民 和 它们 的 性 质 是 已 知 的 ， 


加 这 里 把 自 热 数 集 避 看 成 实数 集 尼 的 子 举 ， 
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习 题 三 
三 


1. {2}t = ?7 UC({2}1) 一 ? 
2- 证明 ; 对 于 和 任 订 集合 4 UC{4)Y》 = 41， 
3。 证 本 : 对 于 任何 自然 数 #，U C7) 二 #。 可 内 把 # 换 成 任意 的 
集合 吗 ” 举 出 反例 . 
4。 设 CXAYiew 是 集合 序列 ， 定 义 
ln supCxXihes = 门 UX:, 


1 Emre 
ml 和 


并 称 之 为 《Xi)ie。 的 上 极限 ， 定 义 


Tim mCX ew 一 U Xiy 


EmreEw 
i 
lim infC Xes CC lim supCX; Yc, 


其 次 , 当 且 仅 当 


lim infC Xeo = lim sopfxi iewy 
说 这 等 式 琴 端的 共同 集合 为 Xi)ew 的 极限 ， 记 委 LimCXijesn。 全 
如 * 允 以 下 的 区 间 译 列 , 求 它们 的 极限 成 上 下 极限 : 
D (ro ee iD (| 去) 
i CXieo: 其 中 当 :是 圈 数 时 ，X 一 [0, 1]， 当 i 是 奇数 时 
到 | 一 上 一 1， v0], * 


iv) 《Xijiew: 其 中 当 ; 是 假 数 时 ,X= 10，:]， 当 ; 是 奇数 时 ， 
PE |. 
5。 设 《Ai)iew 是 集合 序列 。 当 且 仅 当 对 于 酝 何 的 i A A+ 


es 


列 : 当 1 时 ， 1 己 卫 拒 寻 让 < 
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oa， 证 上 明 弟 增 和 递减 虽 合 序列 必 有 极限 :在 前 一 情 和 eP， 
Fm fadita 一 (J is 


在 后 一 情形 中 ， lin! CAijiew 一 0 A 
7. 证 明寺 任何 月 然 数 = 与 其 向 付 并 at+ 之 沁 不 存在 拷 他 自然 数 . 
8。 设 寺 是 吕 H 有 J 非 空 于 斥 肯 UC3) = 4， 太 让 4 二 %， 
9 证 二 人 和， 当日 榴 沪 三 在 x 6 合 对 每 个 2€4，# 和 #8 说 
4 有 下 咏 ， 二 说 # 是 4 的 一 个 上 界定 明 ; 如 4Gw 有 工 界 且 4 关外 ， 
轴 并 共 台大 大 族 , 即 存在 HE 人 
10， 证 级 定 王 10( 递 推 永寿 ， 中 呐 数 4 和 交 放 一 往 ， 
1 ， 用 种 托 诛 亚 验证 ,存在 唯一 实数 列 【《ehee。 泪 足 : 
1) m= 节 ， 2》 对 于 任何 2 € 0， dop 一 sinds, 
12。 #1 匀 烘 义 。 证 明 存 在 暴 一 自然 数 汉 {ar)wew 满足 : 
12 ao 一 1 2》 光 于 每 个 n Em gt 二 nt a 
我 们 定义 ai 一 上 四 [提示 : 用 $6 的 北 推 原 介 不 能 直接 钙 明 ,但 
可 间接 证 明 . 取 值 集 取 为 吧 xam， 初 值 权 为 0,1)， 递 推 盖 数 取 为 F， 
和 wr XxX, 其 中 i577) 一 《守门 ， 授 递 推 原 理 , 存 在 唯一 的 函数 
wx, 满 是 1)do 一 (0,1),2)d+ 一 区 de)。 记 A = By dn): 
不 难 验 证 4 一 1, b= 4a+ 一 的 二 。 Ae, ) 
13， 设 给 定 非 空 集合 六 及 aeX. 设 产 呈 xx-ax。 试 仿照 上 题 方 
法 证 明 存 在 唯一 的 图 数 #:; -站 ， 满 足 : 
1 te = 5, 2) Ht = Hn va). 
14. 起 几何 级 数 之 onx* 的 系数 mm 是 如 下 定义 的 : 


《wa 十 # CB 十 ny 
[ 叫 有 + Der 十 有 


17》m = 1，2) 对 每 # Ei d+ 一 a 


名 加 假定 启 热 数 的 征 法 已 知 ; 存 学 过 号 5 以 后 即 可 和 做 此 荐 . 
鲍 这 时 认为 自然 数 集 名 其 已 知 的 要 数 集 民 的 子 柴 ， 
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作为 上 题 的 例子 ， 试 证 因 确 实 疗 在 唯一 实数 列 《w)atw， 满 下 1)， 2). 
这 只 要 指明 级 数 f; 包头 肛 一 是 如 何 定 文 就 亲 以 了 - 


15， 
16. 
17。 
18. 
19. 


证 明 ; 1) 0 nn 一 *， 2) m+ #= {m+ #2, 
证 明 训 二 rn 一 十 区 . 

证 内 人 十 两 ) 十 二 一 十 《mm 十) 

证 有 明 六 十 /一 十 一 > 六 一 二 

证 明 : 盖 < ， 当 且 仅 当 存 在 自然 数 天 0 使 = 一 关 十 并 


20. 
21， 
22。 
23。 
24. 
25。 
26. 
27 ， 
28. 


证 明 六 所 一 和 十 1 十 上 

验证 $ 7 中 定义 的 乘法 运算 存在 且 叭 一. 

证 明 ; 13 02 一 0 2 mr。 有 十 十 

证 明 和 。o# 一 证 。rmr 

证 明 Cis，m) 一 《mm sn). 

证 上 明 mm wi=n ihis0—> 二 n, 

下 明 fC a)=iem+i.n. 

证 明 ww<nAiz0=>m cnl, 

对 于 集合 4, 当 且 仅 当 存在 <aw 且 存 在 从 ”到 4 的 双 射 f 一 


一 对 应 ) 说 4 有 5 个 元 家 。 证 明 : 车 4 有 sn 个 元 宗 ; 8 有 沾 个 元 素 ， 


则 : 


29. 
3D， 
31. 
3 
33. 
34 
35. 


可 写 为 


1 如 4NMB= 依 ,， 则 AUB 有 nn 十 出 个 元 素 . 

2) 4xB 有 .mw 个 元 素 ， 

验证 §7 中 定义 的 苹 方 运算 存在 且 唯 一 ， 

证 明 : 着 天 0， 刚 0 一 1 

证 明 mr 一 pr 。 本 1 

证 类 《和 9 站 一 ml 

证 明 《mm 一 wr! 

证 明定 理 12( 第 二 递 推 原理 ) 中 3 数 “的 唯一 性 。 

利用 第 二 递 扒 昧 理 重 做 第 12 题 .{ 捉 示 ; 入 12 晤 由 的 1),2) 
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1) 一 1，2) 对 于 = 苦 1， or 一 首 ， mi 
取 值 浊 为 %; 递 推 消 数 的 定义 域 一 fphcrlneoak 每 上 ai 递 扒 
国 烤 f: 5-+w 如 下 定 艾 : 
Ky) =1; 对 于 关 这 下。 Hen) 于 in-tsl 
35。. 利用 第 二 递 推 诛 理 重 眉 第 14 题 - 
37 (Fibonacci 数 ) 用 第 二 递 推 原理 证 明 , 和 在 在 蛤 一 的 数列 (a),e。， 
满足 
17 =1, 2) 2 = 1 3) 对 于 9% 苦 2， de = deli Sri, 
38。 在 求 .Legendre 方程 的 初 值 问题 
{1 — x) 2x + Ay ~ 0 
|e 一 工 
yg)=1 
的 大 级 数 和 解 > 一 2 dox” 了 时 ,得 到 


17m 一 1 2)a=1, 


3) 对 于 #2, wo 一 一生 ' 


试用 第 二 递 挫 原 理 证 实 ,存在 唯一 的 数列 (mees， 满 足 1),2),3). 
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$1 集合 的 等 势 


在 日 常年 活 以 及 生产 和 科学 实践 中 ， 人 们 经 常 要 考虑 数 
量 的 问题 , 即 多少 的 问题 。 对 于 两 个 党 侣 ,人 们 往往 帮 问 : 它 
们 有 一 样 多 的 元 素 呢 ,还 是 这 个 比 哪 个 有 更 多 的 元 素 ? ”这 对 
“ 行 限 集 "加 来 说 是 容易 解决 的 , 数 一 数 ( 直 接地 或 间接 地 ) 两 
个 柴 合 各 有 秦 少 元 束 ,再 如 以 比较 就 可 以 了 。 这 个 办 法 无 法 
推广 到 无 鹤 集 ”的 情况 中 去 ， 因 为 "无 穷 集 " 是 数 不 完 的 。 在 
“有 限 集 ”的 情况 中 ,还 有 另 一 种 办 法 来 比较 两 个 集合 ， 例如， 
在 教室 有 一 堆 虚 子 和 一 堆 顶 子 。 希 望 知道 桌子 和 楠 子 是 否 一 
样 多 -。 和 人 们 可 以 把 桌子 同 椅子 一 对 一 地 沁 壮 摆 起 来 ,如 能 做 
到 虚 术 恰 好 配 丰 ,就 可 断定 桌子 和 椅子 一 样 多 ,否则 就 不 一 样 
多 。 这 种 办 法 不 论 对 “有 限 集 "或 者 对 “无 穷 集 ” 都 可 适用 . 

【定义 】 对 于 集合 4;8, 当 且 仅 当 存在 从 4 到 B 上 的 一 
个 双 射 (一 一 对 应 ) 时 ,说 4 等 势 于 ， 记 作 

Aa 8, 
【人 和 例 1]】 记 wCw 为 一 切 侦 数 的 集合 。 可取 f; ao 
其 中 f(w) 一 2:w， 显然 1 是 从 oo 到 om 上 上 的 双 射 , 故 


[i | 


全 有 限 符 与 光 激 集 的 误 念 料 在 下 面 的 2 中 正式 定义 * 这 里 闪 做 直观 至 解 ， 
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这 里 尽管 wo 是 的 真子 集 ,但 它们 之 间 存 在 -一 一 对 应 ! 
可 以 设想 它们 拨 有 "一样 多 ”的 元 素 ， 
【 例 2] 开 区 闪 L0; 志 等 劳 于 实数 集 民 。 
事实 上 ,可 取 f: (0, 1) 一 尽 ， 上 中 /(x) 一 crg rz。 根据 
三 角 函 数 的 性 质 ， 不 难 验证 了 是 从 (0,1) 到 尽 的 一 个 双 躺 ， 
本 题解 靶 的 点 观 意义 如 图 13 所 示 . a 


大 半 国 半径 为 5 小 平 阅 半径 为 二 慑 关 长 为 *， 了 在 呈 上 的 坐标 为 信 *)， 
图 13 


第 0 类 只 含 t0, 0). 

第 1 类 以 《0，L) 开始 . 
类 
类 


有 以 《0，22 开始 ， 
愉 t0,3) 开始 . 


图 14 
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【 价 3】] ww oo 

如 图 14， 把 (0, 0)} Wy 做 第 0 类 ,把 4(0, 1), (1, 0)} 
叫做 第 1 类 ;把 {(0;2), (1, 1), 《2,0)} MI 做 第 2 类 ,一 般 ， 
把 由 严 十 = 一 和 的 序 偶 (my #) 组 成 的 集合 叫做 第 总 类 。 这 
寿 , 先 按 类 的 次 译 ， 再 在 每 一 关中 按照 第 一 坐标 的 次 序 ,依次 
编号 ,就 可 得 到 w X 四 到 ww 上 二 的 一 个 一 一 对 应 ， 正 式 证 拓 如 

下 ; 设 开 wwXwmrw 如 下 定义 ; 

| fm, n) tt) 十 mm 加 ， 


于 是 ，1 f 是 单身 。 事实 上 , 设 (p, #7) 关 (mm'， 人)。 或 
者 刘 三 十 站 关 因 小 基 国 ,不妨 根 定 区 十 # 之 和 w' 十 ;上 
时 时 第 三 章 , $5 的 引 理 ,mw 十 有 # 守 fm 十 rr) 十 1 于 是 不 难 
推出 fm 9 > Her wr); 或 者 让 m+n 一 m 十 但 
二 ,此 时 显然 Hm pp) 于 mw) 2)}f:wmXw-ro 
是 满 射 ， 这 可 用 归纳 原理 证 明 . 莉 
【 秽 4] “不 能 等 势 于 实数 区 间 10, 1). 


A 


首先 ,我 们 说 级 数 


四 
> sa; > 1072G+9 
i 二 0 


是 一 个 标准 十 进 小 数 , 当 且 仅 当 , 每 个 a 在 {0,1,…,9} 中 取 
值 ， 世 丰 从 某 项 起 全 为 9, 可 以 证 时 志 3 [0， 1) 中 任 一 实数 可 


加 不 难 验证 * 对 于 任 仁 的 自 热 数 下 ， 臣 革 十 1) 一 2py 其 中 省 是 革 一 育儿 
数 . 记 二 +. 

曙 这 是 Cm #) 与 Cm’; 9') 不 通 于 同一 类 的 情形 ， 

各 这 是 《ray #7) 与 (mm 5 个 属于 同一 关 但 具有 不 同 的 第 一 些 标 的 情形 . 

图 参看 ,< 数 系 一 从 自然 数 到 进 数 >* 第 四 查 , 附 录 I 
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表示 成 唯一 的 标准 十 进 小 数 、 同 时 任 一 标准 十 进 小 数 收 各 于 
.上 [0,1) 中 唯一 实数 。 在 以 上 关于 a 的 期 定 下 ， 我 们 称 (a;}ie。 
为 一 个 标准 十 进 序列 ， 这样, 区 问 [0, 1) 就 等 势 于 一 切 标 准 
“十 进 序 列 的 集合 D。 

也 下 证 明 吧 不 能 等 势 于 号 ,事实 上 :对 于 任何 从 中 到 呜 下 
,的 映射 二 记 蕊 门 一 【ee 参看 几 15)， 我 们 可 以 梅 造 一 个 
' 标 准 十 进 序列 上 一 (257) ew。 使 对 每 个 iE wm， 如 基本 如 、 
当 “ 和 好 一 8 或 9 时 , 取 玉 一 有 当 ai 一 0 万 1 或 :或 7 时 ， 
取 纪 一 而 十 1。 这 样 , 5 DD, 但 对 于 每 个 j€ co 声 寺 开门， 


证 本 部 生生 中 只 当 下 恒生 证 二 


= Ch B,, bis: oe 
. 图 加 
这 就 是 说 ，5& ran (有 ), 可 见 1: @ 一 已 不 是 满 射 。 由 于 了 是 
任意 前 , 疏 不 存在 从 中 到 刀 的 满 射 , 更 谈 不 了 上 存在 双 射 了 。 由 
此 推出 不 存在 从 品 色 区 间 [0，1) 的 到 射 【《 参 看 下 面 的 定理 


1, 3)). B 
以 上 证 法 首先 由 Cantor 给 由 (1890), 它 被 称 为 “对 前 线 
方法 
【 例 5] 设 给 定 集合 X。 对 于 任何 的 4CX， 考 虑 特征 


胃 数 Cy: x - 章 ，,5 5, 例 3)。 按 照 第 二 章 , $6 规定 
的 记 写 ， 2* 是 定 欠 和 在 关 上 . 移 一 请 特 证 可 客 的 演 合 。 这 下 证 明 


人 $1 集合 渔 等 执 10? 


X 的 军 集 开 () 等 势 于 27*: 
PX) ~ 28 

事实 上 ,可 有 取 1: 守 (X) 一 2*， 其 中 对 于 任何 的 46 更 (1) 
《好 4 己 是 ) 4 一 Cj， 不 难 验 证 1.2CX) -> 2* 是 双 射 .上 

以 下 定理 给 到 一 的 一 般 性 质 : 

[定理 1] 对 二 任何 的 集合 4, BC 

1) (向 反 性 )》A 心 4; 

2) (对 称 狂 }) 4 必 B 字 BA 

3) 《传递 性 ) 也 们 也有 SC 之 人 SC 

证 1) 4 上 的 恒 等 范 数 (第 二 章 , $ 6, 例 1) 可 以 充当 从 
地 到 自己 二 的 一 一 对 应 ， 

2)》 没 了 是 以 了 运 到 吾 的 双 射 , 则 六 :是 引 到 4 的 双 射 (第 二 
章 ,$ 8, 定理 8). 

3) 设 f1 是 从 4 到 BB 的 双 射 ，& 是 从 B 到 C 的 双 射 ， 则 
gef 是 4 到 < 的 双 射 ， 这 是 不 难 验证 的 . 各 

按照 对 称 性 ,在 本 书 今后 的 行文 中 , 我 们 就 不 再 区 分 “4 
等 势 半 B” 和 “8B 等 势 于 4”, 有 时 也 说 “4,B 等 势 ”. 

下 面 基 关于 起 的 另外 一 些 一 般 性 质 : ”对 于 任何 的 集合 
A, B, C, D: 

lA~CNB~D TAXB~CXD, 

UI AmCAB2DAANC— BNDE SAUBS 
CUD, 


| 


这 些 部 不 究 旷 证 (可 题 四 ，, 第 4 部 ). 


108 第 四 强 ”集合 位 等 势 与 受制 


$2 有 了 上限 集 


“有 限 ” 与 “无穷 ”" 这 两 个 词 ， 我 们 包 多 次 在 非 正 式 的 说 阴 
中 用 和 到了。 本 节 将 给 出 有 限 集 与 无 穷 华 的 详 式 定义 。 我 们 座 
当 利 用 息 然 数 和 等 势 颁 念 定义 有 限 集 ， 例 如 ， 等 势 于 0 一 多 
的 集合 我 们 说 它 没有 元 素 [ 参 看 下 面 引 理 1)， 等 势 于 1 二 40} 
的 储 人 台 我 们 说 它 有 一 个 元 素 ， 等 势 于 2 一 {0, 1} 的 集合 我 们 
说 它 有 两 个 元 喜 , 等 等 ,这 些 和 都 叫做 有 限 集 ， 一 般 : 
[定义 】 对 于 集合 -42 当 且 仅 当 在 在 一 个 自然数 双全 
4 心 ms 我 们 谨 4 是 有 限 集 。 否则 《 即 不 存在 这 样 的 内 然 数 
9) 说 4 是 无 闪 信 。 

注意 ,定义 中 对 有 限 集 只 要 求 它 等 势 于 某 一 -自然数 , 并 未 
! 要 求 这 样 的 自然 数 是 唯一 的 , 这 就 是 说 ,如 4 ~ n 且 A ~ m， 
' 是 否定 有 n 一 m? 痪 和 甸 话 说 ， 如 自然 数 ws wm， 能 下 推出 
, 兰 汪 99 这 从 直观 上 看 是 朋 显 的 但 在 闭 辑 上 并 不 明显 ,因为 一 
, 般 涪 来 ,两 个 等 势 的 集合 并 不 一 定 蛋 合 。 在 下 面 的 引 理 2 中 ， 
我 们 将 断定 对 于 特殊 的 集合 自然 数 来 说 ， 二 者 等 势 则 二 者 重 
合 . 在 此 之 前 , 先 看 自然 数 0 的 情况 ; 

[ 引 理 1]_ 与 0 等 势 的 集合 只 有 它 自己 ,特别 是 ,与 0 等 势 
的 自然 数 只 有 它 自己 . 

证 设 0 和 4。 即 存在 从 0 到 4 上 的 双 射 上 按 第 二 
童 ,$5, 注 1, 了 一 此外， 作为 双 射 的 j: 8 一 4, 是 满 占 
的 ,所 以 4 一 ran( 门 一 taaf 贡 ) 一 5. | 


es 


人 2 ”有限 举 _ in9 


证 设 
T= {eonlYVme vw ma no m= 1)}, 

以 下 用 上 归 绩 原理 下 明了 与 8 重合 

1 0€ 本 ， 由 9l 理 1. 

1 流 #ET, 丰 #7， 设 vwr2 有 wt。 因 wt+ 关 0 (第 三 章 ， 
2, 定理 1, 故 由 引 理 1, 六 过 0。 设 是 亚 的 先行 者 【第 三 
章 ，$2， 定 十 4 扩 一 和 于 是 时 全 对， 即 存在 双 射 六 
和 一 站。 以 下 证明 巡 一 天 《 即 闫 一 对 )， 由 此 部 可 推 知 
六 + 了 了 


nt 区 
一 一 人 人 人 ~ 
一 Ed 0 站 
| 1 1 I 
-~ 一 
pt pt 
16t4) nfopt 图 156Ch} sp 


现在 通过 从 入 到 p* 上 的 双 射 了 来 构造 一 个 从 # 到 Pp 上 
的 汉 射 ， 如 果 恰 好 p 一 起), 那 么 f 的 限制 ft 4 就 是 从 s 到 
PF 上 的 双 射 。 问 题 出 在 p 关 fn) 的 情况 (参看 图 156(a))， 这 
时 只 竖 把 了 在 “的 什 同 它 在 fp) 的 位 互相 调换 就 可 以 了 
《参看 图 16(b))， 正 式 披 述 如 下 ; 
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设 &: #7 一 p+， 其 中 
ps 当 了 一 Hi 
8 一 1 当 # = (pp), 
7), BB ii 1(p), 
风 g 是 以 于 p+ 上 的 汉 射 (请 补 出 证 明 的 细节 ), 目 . g(x}== 
p， 这 样 , az 就 世 以 z 到 上 的 又 冉 , 故 # 心志 ， 按 归纳 假 
设 ; wn&€ 了 TT 了, 压 # 一 所 从 而 2 一 pp 于 可 册 wt ET. 

按 妇 纳 原 埋 , 了 一 w， 引 理 2 得 证 . 

由 引 理 2 可 知 , 如 某 个 集合 与 遇 个 白 然 数 等 势 , 这 两 个 自 
然 数 必 重 合 ， 这 就 是 ; : 

【 定 至 2】 与 其 一 有 限 集 等 势 的 自然 至 是 唯一 的 ， 

我 们 把 与 有 限 集 4 等 势 的 唯一 自然 数 叫做 4 的 元 素 个 
数 , 记 为 WwW(4) 这 同 通常 的 观念 是 一 臻 的， 例如 : 空 集 的 元 
素 个 数 为 0, 单 集 的 元 率 个 数 为 1, 真 个 集 的 元 素 个 数 为 2。 又 
如 ,每 个 自然 数 # 的 元 素 个 数 等 于 x 自己 : 

N(#) = 
例如 ,0 的 元 素 个 数 为 ,1 的 元 素 个 数 为 1, 2 的 元 素 个 数 为 
2 ,等 等 , 

在 下 面 的 定理 3 中， 我 们 将 证 明 一 个 重 亦 的 事实 -一 -有 
殷 集 的 子 集 总 是 有 限 的 ， 污 者 可 能 感到 这 事实 杰 明 显 子 ， 不 
需要 证 照 ， 请 看 下 面 的 分 析 : 我 们 说 集 含 4 有限， 指 的 是 存 
在 *Eo 使 4 心 我 们 说 8BC4， 指 的 是 对 于 任何 的 *， 
x€ 8B > xE 4， 出 这 两 个 假定 怎 能 直接 断定 宕 在 m6 w， 使 
号 只 m 呢 ? 看 来 这 是 需要 证 明 的 ， 为 此 ,党 证 以 下 的 特殊 情 
况 : | 

【354 理 3] 设 38 是 自然 效 ” 的 真子 集 则 存在 一 个 自然 
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数 w 之 n， 使 a mw( 由 定理 2, 这 自然 数 x4 是 礁 一 的 ). 


证 设 
TT 一 {ne€ YB 重生 自然 数 mm 二 nCB mm)}。 


> 0€ 了 了， ， 这 是 因为 BB 年 0 永 不 成 立 ， 
Hi) 设 wn€ T。 看 wn*: 设 和 军 #+。 我 们 将 证 明 在 在 小 于 
#7 的 自然 数 wm。 与 BB 等 势 ， 分 以 下 闲 种 情形 考虑 ; 


点 于 表示 8 的 元 素 》 


(a) Ch) 
图 17 
(a) gs B，。 此 时 由 假设 BCnt=wU {x}; 知 BCn ( 禾 
看 图 17(a)): 


或 者 B= 二 ww, 则 可 取 六 一 # 于 是 区 之 mt 日 B= m, 

或 者 B 军 #， 虽 由 归 钠 假设 wE 了 了, 知 站 在 二 # 之 t+， 
Ba m, 

fb) 2E BB， 此 时 将 # 从 BB 中 减 近 ,并 设 

B’= BC— {nn} 

(参看 图 17(b))}， 由 假设 3 一 af。 知 BC = HU{n}. 因 
#E BB 获 8B'Cw. 但 B' 天 #， 罕 则 BB 一 B'Uf{n} 一 #1, 与 
假设 不 合 。 可 见 8‘ 第 #， 四 归纳 假设 , 知 存 在 m < 4， 且 存 在 
及 射 所 可 一 B'， 如 下 延 拓 了 ; 
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. Hs 当 i1Em, 
gi) 一 | wn 
不 难 验证 g; m+ -> B 是 双 射 ,从 而 mr ss B。 此 外 ,由 加 二 
知 w+ 二 n+ (第 三 章 ， $4, 引 理 1). 
最 后 断定 nre 了 7， 
按 归 纳 原 理 ， 了 一 w， 引 理 3 绊 证 , | 
根据 引 理 3 ,可 以 断定 ,自然 数 的 了 华 必 是 有 限 集 。 以 下 
定理 是 一 般 的 情况 ; 


在 孔泉 册 任 颁 卫 : 


证 设 了 入 和 限定 时 j: A—>n. 
设 BC 4， 如 B ~ 4， 则 定理 的 结论 当然 成 立 。 如 持 4， 
则 因 f; 4 一 ”是 双 射 ，B 的 象 f(B) 征 4) 一 zs。 技 引 理 
3。 存 在 自然 数 四 一 ws。 使 f(8) se wm。 由 于 了 尾 双 射 。 故 
日 必 万 B)。 从 而 如 = mm。 故 下 是 有 限 集 . | 

在 定理 3 的 证 明 中 ,如 8 军 4， 则 因 4 sm。 B we m, 且 
mm < wn， 敬 4 不 能 等 势 于 ,否则 按 引 理 1、m 一 z。 同时 ， 
困 和 一 N(B)。n 一 N(4)， 故 NE) < N(4)， 这 就 是 : 

[定理 4] 有限 集 4 不 能 与 其 任何 真子 集 等 势 ， 
NI(B) < N(AY., 

定理 4 说 ,不 能 与 自己 的 任何 真子 集 等 势 是 一 个 集合 
为 有 限 集 的 必要 条 件 . 办 此 也 就 得 出 一 个 集合 成 为 无 穷 集 
(《 非 有 限 的 集合 ) 的 充分 条 件 : 

【推论 】 如 集 含 4 与 鞭 基 一 真子 集 等 势 , 则 4 是 无 穷 集 ， 

例如 ,om 与 其 真子 集 一 一 偶数 集 we 等 势 ($1, 例 1)， 故 
是 无 穷 集 ， 又 如 ,RR 与 其 真子 集 (0, 1) 等 势 (81， 例 2)， 故 
尺 是 无 穷 集 . 


mY 
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值得 一 训 的 是 ,我 们 主要 靠 无 穷 公 理 (第 三 章 ,$2) 肯定 
了 了 自然数 集 oo 的 人 存在: 当时" 无穷” 内 是 公理 的 名 称 , 本 身 并 来 
定 兴 ， 贰 在 :在 正式 定义 无 穷 集 上 非 有 限 的 集合 ) 以 后 ,我 们 第 
一 次 推 晶 @ 是 无 窍 集 , 词 寺 也 就 肯定 了 无 窍 集 是 存在 的 。 这 
种 巨 只 性 不 是 洪 在 的 ,无 穷 集 被 承认 为 实体 {参看 第 三 章 , $2 
的 议论 )。 
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在 .上 节 , 我 们 引信 了 有 限 集 的 元 素 个 数 的 撤 念 。 对 一 般 
集合 米 涡 ， 等 势 概 念 可 以 看 作 两 有 限 集 有 衫 启 的 元 素 个 数 的 
推广 ， 以 下 定义 的 “4 受制 于 8” 的 概念 可 以 看 作 * 有 限 党 4 
的 元 素 个 数 科 有 限 集 她 的 元 素 个 数 ” 的 扒 广 .如 果 存 在 从 4 到 
吕 的 一 个 单 射 坊 那么 ， 4 s 必 A)CB。 这 可 看 成 4 同 B 的 
一 部 分 万 4) (包括 /(4) 一 B 的 情形 ) 有 "一样 多 ”的 元 素 ,或 
省 说 , 4 的 元 素 不 比 B 的 元 素 “ 多 ”在 此 情况 下 ,就 说 4 受制 
于 BB， 这 就 是 : 

【定义 】 对 于 集合 ,8B， 当 且 仅 当 存 在 从 4 到 B 内 的 


| 


一 个 单 射 说 4 受制 下 B, 记 为 


A<B, 
当 且 仅 当 4A<B 且 4 不 与 8 等 势 , 涪 4 严格 受制 于 8B， 记 为 
A<B, 


[ 注 1】 受制 的 定义 可 改写 沟 : 当 且 仅 当 4 等 势 于 8 的 
茶 个 子 集 时 ,说 4 受制 于 B。 TT 
事实 上 , 如 了 是 以 4 到 BCB 上 的 双 射 ， 则 了 是 从 4 到 


如 内 的 单 射 ， 另 一 方面 ;如 了 是 从 4 到 也 内 的 单 射 , 则 f 是 内 


ii4 第 四 章 ”集合 的 笑 势 与 亚 向 


用 到 A) 忆 B 上 的 双 野 ， 蝇 

例如 ; 设 4，B 足 有 了 眼 集 , 则 4< 玫 同 六 (4 三 NI(B) 是 
一 至 的 ; 同时 。4 飞 旦 到 NI 人 < 天 NB 是 一 黎 的 ， 双 如。 在 
1 例 4 中 i 已 证 名 水 与 区 间 [1, 0) 等 势 , 但 ww 与 [0, 1) 的 子 集 


1 如 mr 等 全 D, 
本 二 | ve 中 等 势 , 履 w<t0， 1). 

[ 注 3] 如 4 是 前 子 集 , 则 4<8， 特别 是 ,4<4， 这 
是 因 汐 ,A 与 自己 等 势 ， 是 


但 应 注意 ,一般 说 来 ， 邯 傅 式 是 妨 的 直子 集 ， 也 不 一 定 
XB，§1 的 例 1 和 例 2 说 明 这 一 点 . 
[ 注 3】< 具有 传递 性 , 即 
国有 ABRSCG 一 A<C, 
按 定义 这 是 显然 的 . 
以 下 的 定理 申明 ,任何 一 个 集 含 必 有 严格 受制 于 它 的 寡 集 . 
X<2CQ， 
证 1) X<5P(X)。 事 实 上 , 设 f: X -> co(X)， 其 中 
Xe 二 {x}， 不 准 看 页 f 是 单 射 . 
-2) XX 不 与 名 D(X) 等 势 。 事实 上 , 设 是 从 久 汉 (XR) 
内 的 尾 一 映射 ， 对 于 任何 的 ze 玉 ，f(x)CX， 以 下 构造 一 
个 集合 BE 虽 (Z)。 使 吾 不 在 地 的 值 域 ， 我 们 把 满足 * 反 1Ce 
的 一 切 xeX 集 拢 起 来 , 设 
Bo {x€ 于 1z 反 Fe 
按 子 集 公理 ,B 是 一 个 集合 ， BB 既然 是 天 的 子 集 ， 故 BE 
入 (XX)， 以 下 证 明 Bran(f)， 事 实 上 , 按 8 的 定义 , 尘 于 任 
何 的 xE€X， 
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! rE BS>xKIix)}, 
从 而 对 于 任何 的 x € 外 ，jx) 隆 B， 否则 就 得 到 矛盾 结果 : 
rE X(trE BY) 这 就 是 说 ，B& ran( 四 。 可 用 产 
一 22(X) 不 能 居 满 对 由 了 的 任意 粕 ,可 以 靳 定 ， 不 存在 
从 XX 到 玫 (X) 上 的 满 射 ,更 谈 不 上 上 双 对 了 呈 . | 

外 证 的 Cantor 定 埋 是 集合 论 中 一 个 里 旨 的 恬 埋 ， 它 说 
骨 对 于 不 论 多 委 人 ”的 集合 ， 记 存在 一 个 集合 ， 癸 如 主 的 知 
集 , 比 它 还 过 "大 ”. 

[ 注 4 由 于 美的 震 集 到 人 (4 与 定 尺 在 X 上 的 一 切 特 征 
画 数 的 梨 合 2* 等 势 (§ 1, 例 5), 故 Cantor 定理 也 可 写成 

XX, 
现在 仍 回 到 一 般 受 制 概 念 . 如 果 集 合 4，B 互相 受制 : 
AREBANB<A, 

我 们 可 以 设想 ,4 的 元 素 不 比 B 的 元 素 “ 多 ” ,同时 8 的 元 素 也 
不 比 妇 的 元 素 “ 多”, 从 而 可 以 设想 ,4 与 8 有 “同样 多 ”的 元 
泰 , 邑 设想 


4B, 
对 于 有 限 集 4, B 来 说 ,这 是 不 难 证 朋 的 ， 但 是 对 于 一 般 集 合 
来 说 ，4< 召 指 的 是 存在 愉 4 到 3 内 的 一 个 单 射 1, 8<4 指 
的 是 存在 从 8B 到 4 内 的 一 个 单 射 g， 这 出 7 和 &# 相互 之 间 可 
以 有 着 很 大 的 独立 性 .这 样 , 怎 能 址 说 判 瞩 存 在 4 到 8 {或 BB 
到 4) 的 一 个 双 射 呢 ? 不 过 ， 这 到 座 戌 可 以 证 明和 的 ， 我 们 准 
备 给 出 这 一 结论 的 正式 证 明 。 先 初步 分 析 一 下 我 们 证 明 的 思 
路 . 设 f: 4 一 BB 和 g:; B 一 和 4 部 是 单 射 . 训 族 这 贸 18 那样， 


外 这 个 证 明 方 法 的 总 精神 同 $1， 策 4 欧 “对 衣 线 ?让 明 方 共 是 一 样 的 ， 读 省 
总 比较 一 下 ， 
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把 4 和 BB 分 别 拆 成 互 不 相交 的 两 部 分 4.，4; 和 B,， Bi, 使 映 
射 ,8 在 它们 上 面 的 作用 嫩 互 机 补 充 只 不 世相 干扰, 即 恰好 


| 
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使 B; 一 (4)， 且 如一 g(B2)， 那么 , (fF 4A)U (er Br-: 
就 是 所 求 的 从 4 到 互 的 双 射 ， 以 下 引 理 肯定 这 “ 拆 二 工作 "的 
可 能 性 . 

[ 引 弄 】 设 给 定 / 4 二 用 和 8 及- 风 存 在 
么 Bs Be 全 和 


ee - 


[分 析 ] 任 取 XC4， 用 上 招 宫 了 英 射 沟 玫 X) 己 8 《参看 

图 19)， 取 B 中 的 剩余 部 分 B 一 玉 X)， 放 8 把 它 睫 射 为 
认 (B 一 作 X)) 己 4. 再 取 4 中 的 剩余 部 分 
X*— A— glB — HX)). 

假如 一， 则 XX 就 是 所 求 的 和 , 喇 箱 就 鲜 决 了 。 但 遇 于 

销 数 fi 以 及 XC 4 的 任意 性 ，X 与 X* 黄 鞋 可 能 不 相交 ， 
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即使 它们 相交 ,可 能 X*CX, 可 能 XCX*, 也 可 能 都 不 是 .在 
这 各 种 可 能 中 ,我 们 只 考 碟 能 使 XX* 呈 XX 的 部 些 下 CA, 姑且 
叫 它 科 为 好 的 "正规 " 子 集 。 显然 4 是 自己 和 的 一 个 “正规 ” 子 
集 ,是 最 大 的 一 个 ， 除 韭 1 .4 一 B 本 来 是 个 双 射 ,这 最 大 “下 
规 子 集 是 不 会 满足 4 一 全 的 .可 以 设想 , 另 一 个 极端 一 一 最 
小 的 “正规” 子 集 (一 切 “正规” 子 集 的 交集 } 可 能 满足 要 求 。 这 
个 设想 是 否 成 了 就 靠 还 辑 推 证 了 , 

证 ”对 于 任何 XC A, 设 XX* 如 上 规定 ， 

1) 如 羡 ( 己 XX 和 有 4 则 CX#。 这 是 因为 

于 RITCHR) 3 Bo HNTB — HR,Y 

= gtB — XDICaCtB — (XR)) 
> 

2) 设 M 一 {XE 吕 ( 4)|X*CX} {上述 “正规 ” 子 集 组 
成 的 集合 )， 因 4E M, 胡 庆 关于， 设 击 = 一 站 (CM)， 以 下 
征明 4 一 他。 事实 上 ,对 于 任何 的 Xe My， ALCX， 控 1) 
中 已 证 , 47CCX*CX， 由 于 XE M 是 任意 的 ;可见 人 CA 
另 一 方面 ,再 由 1}， 从 最 后 的 包容 式 子 可 得 A8* 己 入， 可 网 
EM 从 而 CAY， 最 后 ，A1 一 A#, 

3) 设 Bi 一 41), Bi 一 B40), A:™ gtB). 则 
由 AY 的 意 尺 及 等 式 4 一 他， 我 们 有 4 一 4 一 测 ;， 这 就 
证 明 和 4 44 B,。8, 满足 引 理 中 ,各 ) 两 项 要 求 . n 

【定理 6] (Schrdder-Bernstein) 对 于 任何 的 集合 A4,B, 

ASBABSA>ATB. 

证 设 引 理 中 的 和 # 者 是 单 时 的 ， 刚 JT A -一 五 
和 8T Bi Bi A 部 是 双 射 。 设 A (fT? AD)U(g? B27 
两 4 A 一 8 是 双 射 ， 四 
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在 上 面 注 1 的 例子 由， 我 们 已 经 在 到 月 然 数 集 吕 严格 受 
制 于 区 间 [9, 1)。 以 下 的 例 1 让 上 明 , 拉 的 皖 华 ( 空 集 和 以 自然 
数 为 元 素 的 一 切 可 能 的 集合 组 成 的 焦 合 ) 与 [0， 1) 等 势 . 

【 例 1] [0，17s2 a Bem), 

事实 上 , 用 品 记 一 切 标 准 十 进 序 训 的 集合 ，。 则 DD a [0， 
1 ($1, 例 4)， 集 合 2” 由 这 样 的 序列 (a,),es 组 成 : 其 中 各 
项 qi 只 在 但 ,1} 中 到 值 。 订 册 2* 叶 DPD。 于 是 2*<10,1)。 另 
一 方面 ,我 们 说 (ai)iew 是 标准 二 和 进 序 州 , 当 且 仅 当 ,每 项 a 在 
{0, 1} 中 取 值 , 且 不 从 某 项 起 全 为 1， 用 8 记 一 切 标准 二 进 
序列 的 集合 。 同 十 进 的 情形 一 样 ，E se [0, 1)，。 同时 显然 
EC2*, 于 是 [90,1)<2*，。 内 Schrider-Bernstein 定理 ,最 
后 得 到 [0, 1) 心 2*， 至 于 2 ~ 到 (om 则 是 51, 例 5 的 特殊 
情形 . | 

不 难 验 证 (习题 四 ,19), 定理 6 与 以 下 命题 等 价 : 

[定型 6°] (Sehrsder-Bernstein) 对 于 任何 的 集合 4， 
B, C, 


ALB<CNA C=> A B= 0, 

[推论 LSBCCAAN CS ASB Cc, 

[M2] UG Dd, D0, I0, 1]. 

事实 上 ,(0, 1) 心 RG 1, 例 2), 辣 时 (0, 1D)c[0, 1)CR, 
(0 1)Ct0 1ICR, (10, 1 二 10。 1]CR. 外 

把 例 1 和 例 2 结合 起 来 ,我 们 有 

(0 D2 Pe). 

这 是 说 ，0, 1 癌 一 切实 数 的 集合 ,在 {0, 1} 中 取信 的 一 
转 序 列 的 集合 ,由 自然 数组 成 的 一 切 集合 的 集合 ,三 泌 两 卫 等 
势 ， 
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通常 把 开 区 和 间 (0, 1 如 敌 连 线 统 ， 我 们 已 经 证 明 实 数 集 

与 连续 统 等 势 ， 另 外 ,不 难 验 证 ， 任 何 有 限 开 区 间 l(a， 上) 
ov 2 之 上 ) 与 连 统 统 等 势 ( 请 访 背 三 出 一 个 (0,1) 到 (a 5) 
的 双 般 ?)。 利用 定 旭 ,可 以 挫 划 散 身 上 的 任何 区 问 是 ,不论 
是 有 限 前 或 无 限 的 ,和 着 的 : 闭 的 或 半 开 的 :部 与 连续 统 等 势 . 

作为 本 市 的 结尾 ， 我 们 邓 素 合 的 受制 问题 做 些 进 一 步 的 
议论 ， 对 于 两 个 集合 4, 下， 当日 仅 当 4 二 吾 或 中 和 4 有 一 
成 立 叶 ， 说 它们 是 可 较 的 。 本 节 讨 论 的 都 是 可 较 的 情况 。 我 
们 的 问题 是 ,是否 任 何 摧 个 集 人 台 必 定 可 较 ? 这 在 直观 上 羽 乎 
有 明明 ,但 在 逻辑 十 半 不 明显 , 国 汐 我 们 的 问题 征 说 ， 对 于 任何 
两 个 集合 ,是 否 一 定 存 在 从 共 中 之 一 到 另 一 个 里 边 的 单身 ?我 
们 还 没 任 何 理论 根据 双 此 微 肯 定 的 答复 。 这 个 问题 留待 下 一 
章 解决 (看 第 五 章 ,$5, 定理 8)， 
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先 彩 一 个 具体 司 子 . 

假定 : 定义 看 开 区 间 (ay 站 上 的 实 值 函 数 1 无界， 

那么 ,对 于 每 个 n€w、 总 存 企 xe (opB)， 使 1 > 
#， 这 就 是 说 ， 集 台 4, 一 {x € (g, 站 |11#)| 之 a} 是 不 空 
的 。 有 从 每 个 4 中 任 选 一 个 元 素 , 记 为 en。 

结论 : ”我 们 得 到 一 个 数列 (4,) ,es。， 对 于 每 个 mc o。 
as€ (ts PH lilas)l > n. 

现在 看 结论 的 和 根据 是 否认 分 我们 知道 ,所谓 数列 


加 不 包 掺 返 化 的 区 间 [as zx] = {4}， 
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an) ne 《其中 经 个 an€ (ey 人 站) 是 队 加 到 (ey 8) 内 的 一 个 
{确定 的 函数 ,而 我 们 的 每 个 ww 却 是 从 4。 中 任 选 的 ， 并 且 ， 
我 们 也 无 法 明确 给 出 选择 的 医 则 马 ! 

以 下 的 选择 公理 ,对 王 这 个 例子 来 说 ,就 是 承认 这 样 的 选 
择 法 则 是 存在 的 ,不 管 它 能 否 明 确 给 出 ， | 

选择 公理 

以 非 突 集 组 成 的 非 空 族 的 每 ~- 项 里 ， 可 以 选 出 

一 个 元 来 ,组 成 一 个 族 ， 这 就 是 说 , 设 给 定 集 族 

六 和 天 信 , 那 么 ,存在 一 个 族 (oi)er， 使 对 于 

每 个 i€ 了 EL 


= 


20 给 出 了 选择 公理 的 示 交 图 ， 
例如 ,在 上 面 的 实例 中 , 标 集 1 一 w， 舍 族 
《ie = (A }oem, 

选择 公理 保证 了 例 中 数列 《as)jsee 的 存在 。 

选择 公理 又 名 Zermelo 公理 ,是 集合 论 公 理 忙 的 带头 人 
E. Zermelo 在 1904 年 所 再 的 。 自 从 Yermelo 提出 这 个 公理 
之 后 ,就 受到 不 少数 学 家 的 非议 。 这 些 非议 是 可 以 理解 的 . 例 
如 在 上 面 的 实 枫 中 ,我 们 无 法 明确 给 出 从 每 个 4。 中 选择 mw 
的 法 则 ,但 选 笠 公 理 却 承认 至 少 存 在 一 个 这 样 的 选择 法 则 . 可 


外 如 将 开 区 间 《ay 用) 换 成 六 区 间 [wx，B]， 那 么 ,可 取 ov 一 sup{x & [as 
1 和 x 宇 f 二 1 这 就 避 开 了 选择 的 问题 而 得 到 数列 tsn)xews 司 舞 
个 ane[as 8] 有 ian 

二 一 个 族 ( 函 数 ) 着 空 问 它 的 标 亿 (定义 浸 ) 非 空 基 一 牙 的 《第 二 章 ， $5， 注 
Dy. 
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进出 第 出 全 沽 元素， 。 


组 成 族 4arigr 
的 20 


见 洲 至 公 理 旺 可 以 怀疑 的 ， 不过、 选择 公理 以 及 它 的 等 价 命 
题 ,特别 是 Zorn 引 弄 (大 下 面 第 五 窜 , $6), 却 是 目前 集合 论 
本 身 以 及 鞭 他 数学 分 支 中 一 些 重要 结果 的 理论 根据 ， 并 且 ， 
在 1938 年 ，K. Gidel 已 证 明 ， 如 皖 假 定 在 我 们 采用 的 集合 
论 的 (ZF) 公理 系统 【看 第 一 齐 ,$ 工 及 第 六 剖 ,5 4) 中 。 除 
择 造 公理 外 的 其 他 公理 是 相 容 的 ， 那么 选择 公理 也 同 它们 相 
容 员 。 这 就 是 说 ,从 逻辑 上 看 ,在 我 们 的 公理 系统 里 否定 不 了 


通 用 基础 的 集合 论 ,我 们 还 是 把 它 作为 公理 而 承认 下 来 。 
以 下 利用 第 卡尔 向 这 一 术语 来 洪 述 选择 公理 。 我 们 在 第 
二 章 , $9 曾 定 义 集 族 C47),er 诸 项 的 第 卡尔 剑 ( 已 证 存在 ) 是 


DK. GBdel: The Consietency of the Axiom of Choice and of the 
Genecralizede Continumm Hypothesis, Proc. Nat. Acad. 8ci. 全 
5. .24C1938). 
此 处 * 在 PCohen: The Independetice of the Continuum Hypo- 
thesis, Pio¢, Nat, Acad, Sci. WU. S, A 5DC19653), 31t1954) 中 证明 
了 了 汝 择 公理 在 《ZF) 系统 中 的 独立 性 ， 
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XxX 4,= {ar)ierl vi E l(ait AD)}, 


但 当时 并 未 明确 ,如 果 集 用 (47)je; 不 空 而 且 它 的 等 项 4; 不 
空 , 邢 么 管 卡尔 积 x 4, 是 否 也 不 空 ? 对 此 做 出 肯定 答复 局 


好 就 是 选择 公理 。 这 样 ;可 把 选择 公理 写成 如 下 形式 : 
选择 公理 
由 非 室 集合 组 成 的 非 空 族 , 共 诸 项 的 第 卡尔 积 是 非 空 的 . 


A 


.这 就 是 说 ， 设 给 定 集 放 (4)yer， 其 中 了 六 扣 ， 且 对 于 每 个 
i€1, Aiw ,ZL, X 省 天 G. 


， 选择 公理 的 以 上 两 种 形式 ， 其 区 其 区 别 只 在 于 是 否 利用 笛 卡 
尔 积 这 一 术 谐 。 它 还 有 另外 几 个 等 价 形 式 ， 以 下 介绍 其 中 党 
用 的 一 个 . 

“ 设 给 定 非 空 集合 4， 看 它 的 一 切 非 空子 集 级 成 的 集 合 ， 
则 看 混 组 了 一 (4) 一 1B}。 以 下 按 第 二 章 , $9 中 所 述 方 
.法 把 集 组 问题 化 为 集 族 问题 。 设 中 是 了 上 的 恒 等 阔 数 , .我 们 
得 到 一 个 集 族 〈B(B))ser， 其 中 对 于 每 个 B ET 86B) 一 卫 .. 
根据 选择 公理 , 存在 一 个 族 (qm(B))ser。 使 对 于 每 个 BE€1， 
p(B) EPDCB) = B. 这 就 是 说 ,我 们 从 进 择 公理 推出 以 下 命 
题 : 


“对 于 非 空 集合 4 ,存在 一 个 函数 9; 2(4) 一 {8} 
4 使 对 于 4 的 每 个 非 空子 集 B， p(B)E 8B.” 

另 一 方 商 , 如 果 承认 以 上 命题 ， 同 样 可 以 推出 选择 公理 . 
事实 上 ,假定 命题 成 立 , 并 给 定 集 炭 〈4Die， 其 中 工 六 3， 
且 每 个 Ai 天 2， 看 并 集 U= | 4;。 则 U 玫 多 且 每 个 
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4 都 是 辽 的 非 空 子 集 。 技 所 述 命 题 : 存 在 函数 
PBAU) ~ (og}— VU, 
使 对 于 所 的 每 一 下 空子 集 BB, p(B)eB。 特别 是 ,对 于 每 个 
EA (好 a 一 p54)， 就 得 到 族 
{qi)ie1。 其 中 每 个 Ed 里 
我 们 对 以 上 与 选择 公理 等 价 的 命题 仍 保 持原 来 的 名 称 : 
ea 


二 至 过 全 .和 他 仁 一 


Cr 


设 和 4 芭 好 ， 则 存在 函数 四 : Pe To 使 p(B)é 
B. | 


应 该 指出 ,选择 公理 主要 针对 无 穷 的 集 覆 而 设立 的 。 对 
于 有 限 集 族 【die 其 中 nEw， 日 #1 关上，。 雍 择 公理 的 结 
论 是 可 用 归纳 原理 证 有明 的 (习题 四 ,22), 

下 面 是 远 择 公理 的 一 个 应 用 。 按 第 二 草 ，§ 6 的 定义 , 驶 
射 的 单 叶 性 和 满 占 性 似 平 是 两 个 立 不 相干 的 锻 念 ， 但 是 ， 从 
直观 上 着, 如 苗 存 在 从 4 到 吾 内 的 一 个 单 射 上 就 说 明 有 4 同 B 
的 子 集 六 4) 有 "同样 多 ”的 元 素 , 因 而 4 的 元 素 不 会 “多 于 ”8 
的 元 素 。 另 一 方面 ,如 果 存 在 愉 B8 天 A 上 的 一 个 满 射 g, 即 4 
的 每 一 元 素 * 在 B 中 至 少 有 一 个 (往往 不 十 一个) 相应 的 y: 
8tY) 一 * 《参看 图 21)， 这 也 说 明 4 的 元 素 不 会 “多 于 ”8 的 
元 素 。 看 来 .存在 从 二 到 日 的 单 射 同 存在 从 了 到 < 的 满 射 应 
是 一 敏 的 ,这 就 是 

定理 区 证 二 过 名 ， 我 们 有 

存在 单 射 ji 4 一 BB < 和 > 在 存 满 射 £8: B -> 4 


一 


证 1 已 设 存在 单 射 志 了 一 日. 出 六 4 一 扰 4) 就 是 双 
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射 。 它 的 此 器 射 六 :天 一 4 仍 是 双 和 时。 对 于 B 的 其 余部 
分 的 元 素 ,一 律 计 基 一 辣 定 的 4 € 4 ( 因 过 关 放 ， 这 是 存 
在 的 ) 与 之 对 应 。 这 就 是 说 , 设 g: B 一 4 其 中 

Cy), By eHA). 

a， 当 yEB HA4). 


# 就 是 从 上 到 A 上 的 满 灶 加. 

2) 设 存在 满 射 g; B 一 4， 要 和 奶 得 到 从 4 到 B 的 单身 、 
只 村 对 于 每 个 x& 4， 在 使 8(y) 一 x 的 诸 ? 当中， 只 选 一 
个 与 之 对 应 ,而 把 其 他 弈 置 不 疝 就 可 以 了 (参看 图 21)， 这 就 
是 席 。 设 Bs 一 {y€ Big(ty) 一 x+) 我们 就 得 到 集 族 (B,),ex 
现在 4 关 名 ,上 且 因 & 是 从 BB 到 4 的 注射 , 故 每 个 B, 去 后 
于 是 按 选择 公理 ， 仓 在 4 一 B ,使 对 每 个 +& A, jx) € B., 
即 g(f(x)) 一 x。 这 个 下 是 单 叶 的 ,因为 : 

x) 一 fre) 一 ef#7)) > x 图 四 

在 $3 的 定义 中 ， 我 们 用 从 4 到 5 的 单 射 的 存在 来 定义 4 
受制 于 BB。 现 症 ,对 于 有 4 关 启 ， 以 下 推论 给 出 二 受制 于 五 的 

另 一 个 必要 且 充 分 条 件 ， 
【推论 】 设 二 头 名 , 则 
4<B <> 闻 位 注射 .8:8 -> 


Cr 


gly) 一 | 


包 加 4 二 名 ; 则 扩 一 疡 呈 从 展 到 是 的 麻 一 单 射 (第 二 章 ; 休 ; 注 !; 习 题 二 17)。 
此 时 ;各 BB 车 名 ; 则 不 党 企 从 8B 到 立 的 酝 何 映射 (第 二 章 ， 5, 注 2), 可 见 
并 二 靖 附 , 僵 各 分 不 能 一 般 成 立 ， 

4 一 名 并 不 防 碍 完 闻 分 成 立 ， 事实 上 ;如 4 一 他 县 日 一 J ， 则 二 7 
是 从 旦 到 4 的 唯一 满 山 《 沉 一 谎 ,$6， 往 13 可 是 二 ，181， 同时 隔 二 多 是 
从 有 4 到 BB 的 礁 一 第 时 ( 见 注 国 )， 卜 此 对 守 部 分 成 立 ， 如 4 二 克 伺 B 二 
区 ， 则 水 不 存在 从 B 到 有 4 的 鼎 和 对 ; 蓉 此 时 完 部 分 还 是 成 立 的 . 
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$3 可 数 集 与 一 般 无 穷 集 


下 面 我 们 将 谈论 一 类 重要 的 集合 
学 中 常常 接触 到 的 概念 ， 

【定义 】 当 且 仅 当 了 < 时 ,说 集 合 4 是 可 数 的 。 

例如 ,任何 有 限 集 ,自然 歼 亿 w 本身 , 偶 独 集 w.，w 与 自 
己 的 负 卡 尔 积 w x wm 都 是 可 数 的 。 连续 统 ( 实 数 区 闻 (0,1))， 
以 及 任何 实数 区 疝 ( 不 包括 退化 的 区 间 [a，a]) 都 是 不 可 数 
的 。 

以 下 是 可 数 集 的 另 一 例子 ， 

【 例 1] 正 有 理 数 集 如” 是 可 数 的 ,日 加 = oo。 


A 


事实 上 , Q* 可 表 为 
Q' 一 [ 避 | m4 是 正 整 效 |。 


可 数 集 。 这 是 在 数 


如 证 
A= {tm, nn)|m,n 是 正 整 独 }， 
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则 最 然 i 汪 4Cw Xeo， 于 是 加 <。 另 一 方面 ,如 
设 


5 一 饶 |” 是 正 整数 }， 


' 则 晴 然 ww BCCQ'.。， 于 是 w<Q!, 由 Schr5der-Bernstein 
定理 ，@ 一 w, 上 

【定理 8] 可 数 集 的 任何 子 集 可 数 ， 

证 设 4 可 数 , 即 4<w， 如 BC4, 央 了 <4， 由 传递 
性 ，B <<w， E 

【定理 9】 可 数 个 可 数 集 的 并 集 可 数 ,这 就 是 说 , 设 集 组 
M_ 可 数 , 且 M 的 每 一 成 员 可 数 , 则 U(M》 可 数 。 

.证 可 设 村 关 名 , 因 U(B) 一 包 (第 一 童 , 46, 例 1) 
闲 玉 是 可 数 的 。 了 又 可 设 遍 不 是 村 的 成 员 , 否 则 可 把 它 从 对 中 
弃 去 ,而 不 影响 UMD)。 

' 因 M<we 且 M 关 分, 故 由 定理 ?7 的 推论 ,存在 从 到 对 
! 的 满 射 4。 这 样 , 可 用 集 族 (4w)wss 诺 项 的 并 集 【J 4。 伐 


. 替 U(M) (第 二 章 , $9), 以 使 叙述 更 方便 些 . 
， 对 于 每 个 严 ，4。<o， 且 因 AmEM, 装 Aw 名 .于 
.是 ,同样 由 定理 7 的 推论 ,对 于 每 个 mE wm, 存在 至 少 一 个 (一 
艇 不 庙 一 个 ) 从 到 4 的 满 射 。 为 了 证 有 明 的 目的 ,需要 对 每 
:个 本 Eo， 选 出 一 个 这 样 的 满 射 。 为 叱 ，。 我 们 将 引用 选 搓 公 
理 。 ， 
设 F 是 定义 在 w 上 的 函数 ,其 中 Fim) 昨 一 团 信 到 4， 
.的 满 射 的 亿 合 .- 按 选择 公理 ， 可 从 尝 族 (F(m))wew 的 每 一 
项 FLm) 中 , 选 出 一 个 映射 gm) ,组 成 映射 族 (gCm)) wews 
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就 是 说 ,对 于 每 个 加 Em， g(m) EE F(m), 记 就 是 说 , gtm) 是 
从 名 到 4w 的 一 个 确定 的 满 射 。 
最 后 ,如 记 开 万 ,7) 一 gtm)(n), 则 因 


EL) dm 一 > IAmeE w(x € A,) 


mE 


= dm rE wr = gm)(n) = fm, 7)), 
见 # 是 从 wxo 到 【J 4 一 UCM) 的 满 射 。 故 由 定理 ? 


的 推论 ，U CM) <o X om， 有 从 而 UCWY) <w，, | 
”定理 9 包括 M 是 有 有限 的 情况 ， 例 如 两 个 可 数 集 的 并 集 可 
数 , 三 个 可 数 集 的 并 集 可 数 , 等 等 . 

【 例 2] 整数 集 ZZ 可 数 ,日 己 =s oo。 

事实 上 ,整数 集 Z 是 正 整 数 集 QZ+, 负 整数 集 Z” 及 单 集 
{0} 的 并 集 ， 显 然 Z+，Z- 与 等 势 ， 所 以 Z 是 三 个 可 数 
集 的 并 集 , 故 Z<o. 但 wo<Z. 故 乙 = oo | 

【 例 3] 有 理 数 集 @ 可 数 , 日 QQ ow, 

理由 类 位， 

了 以 下 定理 说 明 o 在 诸 无 穷 集 中 所 占 地 位 ， 

[定理 10] . 任 休 无 穷 和 有 有 一 天 集 : 与 等 势 。 即 如 4 是 
无 究 集 ; 则 o<4. 

【分 析 】 首先 ,从 4 中 选取 m 做 第 0 项 。 其 次 ,从 4 一 
{ao} 中 选取 本 做 第 一 项 ， 再 次 ,从 4 — {a0» a} 中 选取 2 
做 第 二 项 。 一般, 从 4 一 {0s 4, 43，… 41] 中 选取 as 做 
第 * 项 ， 由 于 4 是 无 穷 的 ， 这 样 的 步骤 可 以 无 休止 地 进行 下 
去 ,得 到 4 的 子 集 {acs ,oa …} (各 a 五 异 ) 与 中 等 势 .这 
就 是 证 明 的 基本 思想 。 
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证 因 4 是 无 窍 集 ; 故 4 关 菇 ， 设 ?是 4 的 一 个 选择 
函数 , 即 对 于 4 的 每 个 非 空子 集 8B、 由 争 选 三 的 p(B)€ 8B. 
需要 证 基 存 在 一 个 函数 4a; wm 一 4 使 对 于 任何 的 wn&€w, 以 
下 的 弟 推 公式 上 成立: 

atn) — P(A — ran {((a(i)) es) DD, (1) 
其 中 a(n) € A 一 ran (ta( 门 cn]， 事实 上 ,在 关于 ww 的 第 二 
递 推 原理 (第 三 意 ,§ 8) 中 , 取 4 为 取 值 全 , 并 设 递 扒 肖 数 站 如 
下 定义 : 对 于 从 reow 到 有 内 的 任 一 映射 1， 

HA = pA ran (A")). 
为 了 验证 对 于 任何 的 (4) 有 意义 ,请 要 证 明 
A— ran(™) | 

非 空 。 事实 上 上， 因 x 是 从 ” 到 ran (x2 ) 上 的 满 射 ， 故 
ran (fn。 可 见 ran (*"”) 是 有 限 集 ( 参 看 $ 2, 定理 3)， 
甩 因 二 无穷, 故 A 一 ran {1 关 人 现在 , 取 值 集 4 第 推 
函数 都 已 明 狂 ， 王 是 根据 第 二 递 推 原理 。 可 知 确实 存在 函数 
4: -> 及, 满足 递 推 公式 (1), 

充 下 证 明 a 是 单 叶 的 ， 即 证 明 当 tr: 肝 ，4q(m) 天 

atn)。 事 实 上 ,不 妨 假 定 mr 之 zs。 入 时 ， 
. atm) Eran((a(i)),cnr), 

但 afn)€ 4 一 ran ({af 站 )ics)。， 政 a(m) 天 a(n)， 工 然 2 

是 入 名 到 4 的 单身 , 故 按 定义 ， ww < 有 4, | 

下 面 讨论 可 数 集 的 类 型 。 关 于 可 数 党 的 定义 ， 我 们 只 是 
说 它 受 制 于 w。 在 此 定义 下 ,有 限 集 - 一 -与 某 一 自然 数 = 等 
势 的 集合 当然 是 可 数 的 ， 另 外 。 与 名 等 势 的 集合 当然 也 是 可 


B® 网站 RD 一 Ah et) = ped ~ {a0} ot2) = oA — {at 0)s 
ly) ， 
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数 的 。 但 是 , 除 与 等 势 的 集合 以 外 ,还 有 没有 其 他 可 数 的 无 
穷 集 呢 ? 这 个 问题 需要 回答 : 

[推论 ] 了 可 数 < 二 之 双 有 限 坦 《nn on 

证 ”和 部 分 显然 。 以 下 证 之 部 分 。 设 4 可 数 ， 即 避 4<% 
w， 或 者 4 有限, 或 者 4 无穷。 当 4 无 穷 时 ,由 定理 10, ww < 
用 ， 于 是 由 Sthrider-Bernstein 定 埋 ，。 A ow, [i 

当 且 仅 当 4 守 吕 时 ,说 4 是 无 穷 可 数 的 。 这样 ,可 数 集 有 
且 只 有 以 下 两 神 类 型 : 有 限 集 和 无 穷 可 数 集 。 无 穷 可 数 集 的 
例子 有 自然 数 混 本身， 它 与 自己 的 饮 卡 尔 积 w X ww, 整数 
集 本， 有理 数 集 @@， 等 等 ， 

由 于 受制 于 任何 光 桨 集 。 我 们 可 以 把 光 窍 可 数 集 看 作 
是 元 素 " 最 少 ” 的 无 穷 集 。 

作为 本 市 的 结尾 ， 我 们 返回 头 来 释 续 讨论 有 限 集 与 无 穷 
集 的 区 别 问题 ， 按 $2 的 定义 ,有 限 集 指 的 是 能 与 菜 个 自然 数 
等 势 的 集合 ， 无 穷 集 拱 的 是 不 能 与 任何 自然 数 等 势 的 集合 
$2 的 定理 4 指明 ,如 一 集合 是 有 限 集 ， 则 它 不 能 与 其 任何 真 
子 集 等 势 ， 与 此 等 价 的 命题 { 定 到 4 的 推论 ) 是 ， 能 与 其 某 一 
真子 集 等 势 的 集合 必 是 无 穷 集 ， 在 $ 2, 并 未 确立 这 一 命题 的 
逆 命 题 。 现在 。 在 引入 选择 公理 的 基础 上 上。 我 们 证 阳 了 定理 
10。 利 用 定理 10 就 不 准 证 明 这 个 逆 命 题 了 : 

【定理 11] 如 4 是 无 究 集 ， 则 4 与 共 某 一 真子 集 等 旁 ， 

证 设 4 是 无 窍 集 ， 由 定理 10,m 入 4 即 存 在 某 一 单 射 
8: mm A. 从 4 中 蛮 去 gt0)， 得 济 它 的 一 个 真子 集 8B 一 
并 一 4g40)}， 用 以 下 方式 在 4 与 B 间 构造 一 一 对 应 由 : 对 于 
每 个 g(n)€ A4， i 上 gl(n1) €B 与 之 对 应 ,对 于 其 他 的 *E 4， 
还 同一 个 x* 8 与 之 对 应 (参看 图 22)， 这 就 是 说 ， 设 峭 ; 
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4 
#0) ft1? gti2) sia) Hid4) 
+ 二 
* ll} gt2y 837 Bl) 
B=A- pt0)} 
图 22 
4 一 下 ,其 中 
中 (zy 一 {0 > 当 x= gn) (n€w), 
+, 当 x ran (g), 


则 中 是 汉 射 。 可 见 4 守 8. | 
把 定理 4 的 推 沦 和 定理 11 结合 起 来 ,可 写 : 
起 是 无 穷 集 , 当 且 仅 沼 反 与 其 茶 一 真子 集 等 势 . 
与 此 等 价 的 命题 基 : 
要是 有 限 集 , 当 有 征 仪 当 4 不 能 与 其 任何 真子 集 等 势 
这 样 , 能 不 能 与 其 真子 集 等 势 , 是 无 穷 集 和 有 限 集 的 根本 
区 别 。 有 些 节 籍 就 用 这 作为 无 窍 集 与 有 限 集 的 定义 ， 


习 题 可 
1，$1 的 例 3 给 出 了 一 个 从 ww x 到 上 的 双 射 斌 证 等 式 
， 无 机 7 一 2rC2r 二 1 一 1 
同样 给 出 一 全 从 总 x ww 到 上 的 双 射 ， 
2。 试 证 : 如 4 BRK 即 存在 从 4 到 上 的 双 身 县 4 更 少 含有 两 
全 不 同 的 元 紧 : 风 认 4 到 中 上 的 双 山 不 唯一 
5、 验 证 
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i) 2 13, 4}, 下) 4 ED)), 
4、 证明 $1 来 尾 的 性 质 [一 1, 
5。 在 第 4 题 的 性 质 I 中 ,如 去 掉 题 设 中 的 条 性 
ANc—- END= ¥, 
铺 论 还 一 般 成 立 吗 ? 举 出 反例 ， 
6。 证 明 A 之 B= A 过 
[提示 : 设 f 是 从 4 到 8B 上 的 双 射 ,定义 6; 45 一 >85 如 下 : 对 
于 尾 何 的 je A455, G0 一 Fof。 可 证 6 足 从 4A5 到 童工 的 双 射 。] 
7. 证 明 Cc 二 DD 一 yA* 守 4A3, 
! 8。 试 给 出 一 个 从 实数 区 人 间 [0, 1] 到 [#, 5] 《其 中 “< 好 上 的 双 
射 ， 类 人 羽 下 给 出 以 [0， 1 到 [oo 2 上 :从 (0 1] 到 《as 5 上 "内政 从 
《0 17 到 《as 2 上 的 双 射 。 
3。 对 以 下 指定 的 实数 区 闻 4, 3， 试 给 出 从 4 到 了 上 的 双 射 : 
订 4 一 (0 1] 3 一 [0 ,17 ii) 4={0,1], B= (0,1). 
iii) 4 = {0,1],8= {0,1], 
[提示 : 关于 ii 可 取 
1 


el - 
-人 对 和 平 x 下 其 中 是 正 整数 


>» 对 于 其 他 的 x & C0, 1]。] 
19. i) 试 构造 一 个 从 区 间 C03 1) 到 正 实数 集 R+ 上 的 双 射 ,使 有 
理 数 对 应 有 理 数 无理 数 对 应 无 理 数 ， 
ii) 试 构造 一 个 满足 上 述 要 求 的 从 区 间 (0: 1) 到 实数 党 中 上 


的 双 射 . 
[ 握 示 : 关于 iD (0,1) = (9 二 ju 二 Rt = (0, 1JUG, 
+ oo)。 可 分 别 写 出 从 【0 也) 到 CU + co) 上 的 和 从 [十 ,1) 到 C0， 可 


上 上 的 适当 双 射 。1 
11, 设 工 和 的， 对 于 性 何 从 天 到 蒜 内 的 且 射 妃 号 3 定名 
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Re 多 ran €f) = mn Cg), 
试 证 : 这 中 是 式 < 中 的 等 价 关 系 。 说 向 集 XR(CXD) 一 {6}. 

[提示 : 美 于 让)， 可 定 穴 FF: 是 XR > 2) 一 人名 如 下 : 对 于 
枉 司 的 于 芋 基 这 [站 8 二 Iaf 乓 。 斌 证 下 是 大王 到 FCXY 一 {多} 
上 的 双 射 ,1 

12。 证 朋 两 个 有 限 集 的 放 仍 是 有 限 集 ， 

3。 证 明 两 个 有 限 售 的 复 卡 尔 积 全 是 有 限 党 。 

14. 设 4 是 有 限 集 ， 朋 其 元 个 数 MK 一， 则 4 的 宪 集 
E224) 的 元 素 个 数 MKSK42) 一 20《 这 里 2 按 第 三 间 3$7 的 意义 》, 
试用 归 禹 原理 证 明之 ， 

[ 注 : 接 $1， 例 5 CA 过 24《 这 里 24 指 从 4 到 2 内 一 切 鹏 射 的 
祝 合 )。， 栈 NC24) 一 2604。] 

15。 设 给 定 # tw， 试 证 一 切 关 7 的 白 然 数组 成 的 集合 Te 一 for 
wm 守 #} 是 无 穷 集 . 

16。 试 用 归纳 原理 证 隐 。 如 集 组 邓 有 上限， 有 上 旦 的 每 一 成 员 是 有 限 
案 , 则 并 集 UCMY 是 有 限 焦 ， 

17, 设 4， 引 是 有 限 集 且 NCBD)<NCA)。 试 证 任 林 从 4 天 内 
网 峡 庄 天 4 一 xB 都 不 能 是 单 射 ， 

{ 广 : 这 性 质 常 被 称 为 "指导 原则 江 f 或 “和 襄 罕 原则 ”7 可 比喻 为 : 设 
让 樵 数 直达 a，。 如 把 * 个 球 { 鲁 子 ) 直 进 坟 个 扩 关 ( 案 ), 那 必 至 少 要 有 两 
个 球 [ 前 子 ) 放 进 向 一 拙 历 ( 案 )，] 

18。 证明 A=<CAN PD=—p AxB=<CxD, 

49。 证明 $3 的 定理 6 与 定 埋 5 等 价 . 

20、schrader-Bernstein 定理 ($3 定理 6) 的 另 一 证 法 设 1, 8 分 别 
是 从 4 到 内 的 防 从 上 8 到 < 内 的 单 射 ; 如 下 递 推 地 定义 序列 《Cejuku: 

Ce gCB), 
Ca 


(参看 图 23)， 如 记 Ds 一 玫 5.)， 则 同时 得 到 序列 《Darews 其 中 对 于 
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和 餐 个 Et, Cyt 一 gC ), 设 鼎 射 站 好 一 吾 如 下 定义 ; 
式 r)。 对 于 > Chey 
kx) = | U) 


和 直下 
er'(z]。 对 于 其 他 的 *& 4， 
可 分 别 证 明 4 LU < 是 从 【J c, 到 LU DPD. 上 的 双 射 ,51 《4 一 
Ew 基尼 和 


局 后) 是 从 4 一 过 c 到 一 人 D, 上 的 汉 射 ， 请 读者 补 出 证 明 
的 细节 

21， 用 归纳 原理 证 明 上 蜗 中 的 诸 5。 两 两 不 相交 ;从 而 证 明 渚 PD。 
也 两 两 不 相交 . 

223， 试 用 归纳 原理 证 明 关于 有 限 集 族 的 选择 公理 : 对 于 任何 的 外 
然 数 ">0， 设 梨 族 《dies 的 从 项 4 天 所 。 则 存在 族 《m)es。， 使 
对 于 每 个 Emo@ 4 

25， 证明 以 下 命题 与 选择 公理 等 价 : 对 于 任何 关系 R， 存 在 一 个 
国 数 5CR， 人 司 domfF) 一 dem {RY), 

{ 握 示 : 1》 设 选择 公 愉 成立 ， 对 于 关系 天 罗 , 设 G 是 ran (RY 的 
一 个 选择 故 数 ， 如 下 定义 育 数 FFCx) = G({y|zRrj)， 可 证 下 符合 全 
题 的 识 求 。 2) 设 题 中 命题 成 立 。 给 定 集 旗 《41)ie1s 其 中 I 关 克 且 每 个 
41 玫 多 夺 关 系 R= {i 4)lieE1Ax < 41)。 由 命题 可 推出 存在 族 
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《ae 其 中 对 于 每 个 i & A1。] 

24. 证 表 以 下 命题 与 选择 公理 等 价 : 设 给 定 集 族 (Bhsr, 其 中 
天后。 每 个 下 天 下 ， 且 诸 及 两 两 不 幅 罕 , 则 存在 一 个 集合 “， 它 与 
每 个 B, 的 交 浊 8 从, 是 一 个 单 集 ， 

[提示 : 1 设 选 伴 公理 成 立 . 于 是 存 在 族 《54)ier， 使 对 于 每 个 
ET BEB 记 $ = ran(6y， 可 证 SN 人 NB 一 48}，2) 设 命 是 成 立 , 并 
设 给 定 集 族 (4,)iet， 其 由! 对 多 朋 每 个 4 产儿， 设 包 二 {C1 #)|x 
肌 上 于， 则 每 个 访 关 区 且 尝 族 (Fi)rer 诸 项 两 两 林 相交 ， 按 命题 ， 存在 
集合 5， 使 对 于 等 个 1&€1, SMB 巧 单 集 {Cis x)}, th rE di 为 了 
排除 8 中 可 能 出 现 的 超出 诸 BB 欧 多 余 元 素 ; 设 一 Sn Uy B;。 可 证 
。 是 定义 在 1 上 的 函数 上 且 每 个 (站 6 Ai。 1 | 

25。 对 于 任 给 的 非 零 自然 数 # 及 大 限 族 C401es、 其 中 每 个 4, 完 
wm、 求证 X Ai 寺 w. 上 提示 : 可 对 n 引用 归纳 息 理 ,1 


35、1) 证 明 对 于 性 给 的 非 零 自 然 数 x， 由 自然 数组 成 的 一 切 » 项 
序列 {fjycn 每 个 w; 艺名) 的 巢 合 与 叫 等 执 ， 
i、27 证 明 由 自 热 数组 成 的 一 切 有 限 序 列 的 党 人 台 与 w 等 势 ,〔 注 意 ; 贞 
髓 热 数组 成 的 一 切 序 列 的 集合 与 连续 统 (0, 1) 等 势 . ) 
，27 。、1) 证 明 对 于 性 给 的 自然 数 *, 以 有 理 数 为 系数 的 a 次 多 项 式 
的 集合 与 w 等 势 ， 
2) 证 明代 数 数 ( 有 理 系 教 多 项 式 的 根 ) 的 焦 合 与 等 势 . 
28。 证 明 由 实数 轴 上 的 某 坚 两 两 不 相交 的 区 间 【 非 下 化 的 有 限 或 
无 限 的 ) 组 成 的 集合 总 是 可 数 的 . 
[提示 : 注意 ,在 两 个 不 同 实数 之 间 必 存在 有 理 数 ， 在 任何 实数 的 
有 方 ( 左 方 ) 必 存在 有 理 数 ，] 
29， 设 f 是 定义 在 实数 区 间 [ 4、 5] (a<5) 上 的 实 值 函 数 。 证 明 。 
如 了 单调 , 则 f 的 阿 断 点 的 集合 可 数 . [提示 注意， 单调 函 数 户 fa。 
四 -一 及 的 间断 点 = 在 只 上 形成 一 个 区 间 〈Kz 一 0) zx + 0 (或 
Cx 十 0)，KKx 一 0))， 这 些 区 间 两 两 不 相交 。] 
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30， 证 明 * 如 混合 4, 8 都 与 连续 统 (0, 1) 等 势 , 刚 4UB 也 与 过 


31。. 证 明 : 数 平面 及 x 玉 与 是 等 场 . 【提示 : 玉 守 (0,1) 二 2”。 设 
了 是 从 县 到 22 的 一 个 避 射 。 记 蕊 =) 一 《党 yeoy 其 中 中 = 0 或 1。 设 
&: 各 X 各 一 >23” 如 下 定义 :g(x y) 一 (peey 其 中 
全 当 ， 大 偶数 ， 

2 s 当 上 是 奇效。 
可 证 是 太 趾 x 民 到 2” 上 的 双 射 。] 

33。 证明; 如 集合 4，8 邦 与 连续 统 等 热 , 刚 4 xB 也 与 连续 赎 等 
势 . 

33， 证 明 ， 如 集合 4 与 连续 统 等 执 , 华 合 8 可 数 , 刚 4U 与 连 皖 
统 等 势 ， 国 
3f， 证 明 , 如 集合 4 与 连续 统 等 芝 , 集 合 了 可 数 且 BB, 则 4X 
五 与 连 纺 统 等 势 。 
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第 五 章 序 集 
$1 序 集 


顺序 问题 是 数学 的 最 基本 问题 之 一 ， 数 学 中 不 少 问题 可 
以 归结 为 顺序 问题 .最 早 的 也 是 最 习 见 的 帆 序 是 自然 数 集 o 
中 的 顺序 ( 见 第 三 章 )， 在 自然 数 集 的 基础 上 建立 起 来 的 有 理 
数 巢 Q 和 实数 集 民 同样 具有 各 自 的 顺序 ， 这 些 上 顺序 中 的 小 
于 (天 ) 关 系 都 具有 三 歧 性 和 传递 性 (参看 第 三 章 , 5 4, 定理 7 
8)。 在 近代 数学 中 ,人 们 把 顺序 概念 推广 到 一 般 的 集合 上 去 ， 
同时 ， 为 了 应 用 面 更 加 广泛 。 招 顺序 所 应 满足 的 条 件 也 放宽 
了 ， 

【定义 】 设 给 定 集合 4 和 4 中 一 个 关系 及 当 县 仅 当 
对 开 任 但 的 xs Y。 2 6&4; 

1) 〔 自 到 性 ) zxRz， 


人 


Mr 


这 里 序 集 (4, R) 指 的 是 一 个 序 偶 , 其 第 一 坐标 4 是 给 
定 的 集合 ,其 第 三 仇 标 R 是 4 中 满足 定义 中 条 件 1), ?2), 3) 的 
偏 序 ， 通俗 地 说 ，(4, R) 指 的 是 带 有 偏 序 玉 的 集合 4A. 

【 例 11 空 集 多 中 唯一 的 关系 是 全 ,日 ( 名 ,名 ) 是 序 僻 . 

【人 鲍 2] 单 集 ts} 中 唯一 的 非 宝 关系 是 等 于 关系 “一 ”日 


{4{a} ,一 ) 是 序 集 . 

【 例 3】 在 任何 集合 中 ， 等 于 关系 “一 ”是 一 个 偏 序 , 同 
有 时 ,由 自 友 性 ,等 关系 是 这 集合 的 任何 偏 序 的 子 集 ， 

【网 4] 按照 第 三 章 , 354 关于 自然 数 的 所 的 规定 ，(%， 
二 ) 是 序 集 . 

【 例 5 【包容 序 ) 设 给 定 集 组 M. 按 第 一 章 , $4 的 注 ， 
好 中 的 包容 关系 所 是 好 的 一 个 候 序 ,名 思 包 容 序 ， 

包容 序 是 数学 中 沉 被 考 典 的 偏 序 ， 作 为 数 集 的 顺序 构 念 
《和 钢 如 @ 中 的 拟 ) 的 推广 ,一 般 偏 序 概念 定义 中 的 条 件 1), 2)， 
3) 也 主要 是 从 第 一 章 , $ 4 的 注 中 所 述 包 容 序 的 竹 质 1), 2)， 
3) 启发 出 来 的 。 应 该 看 到 一 般 的 偏 序 概念 同 数 集 的 顺序 构 


您 的 区 别 ， 数 集 { 倒 如 w) 中 的 顾 序 具有 这 样 的 性 质 ， 对 于 集 


全 中 任何 两 个 元 素 xy*y 来 说 ,x+ 所 与 二 + 至少 有 一 成 立 ， 
一 艇 的 偏 序 就 不 见得 具有 这 个 性 质 . 例如 。 例 5 已 向 明 任 一 
集 组 中 的 包容 关系 己 是 一 个 偏 序 。 但 对 于 任 给 集 组 中 的 任何 
两 个 集合 来 说 ,就 不 一 定 能 被 二 联系 起 来 . 其 体 地 说 ,看 序 集 
(2(3), 必 参看 图 24, 图 中 一 切 点 子 组 成 如 (3))。 在 此 序 
集中 :固然 名 己 名 ,名 CC{2),{2}C{2}, 人 2}cC10,1,2), 等 等， 
得 和} 和 {0,2},{0,2} 和 {0,1} ,等 等 就 不 能 被 一 联系 起 来 。 
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尽管 一 般 偏 庄 不 同 于 数 乐 中 汐 守 ， 我 们 还 是 按照 通常 的 
习惯 ,今后 将 用 记 号 所 米 记 仍 序 ， 但 衣 者 应 该 记 件 , 这 同 数 集 
证 的 过 是 有 区 别 的 ， 数 集 ( 例 如 @) 中 任何 两 个 数 都 可 通过 所 
进行 比较 ,而 一 般 序 集 (4, 所 ) 就 不 一 定 具 有 这 个 性 质 ， 

【定义 】 设 给 定 序 集 [A4, 和 ). 对 于 x+，Y€ 有 4， 当 且 仅 
当 半 委 ? 与 了 所 二 在 少 有 有 一 成 六 时。 说 x 与 可 较 。 

例如 在 序 集 【〈 呈 (0)，C) 中 ,后 和 3 一 40, 1,2} 与 
名 (3) 中 一 切 集 人 台 可 铸 。 {2} 与 儿 , {2}; {0,2}, {1,2},{0， 
1,2} 可 较 , {1, 2} 与 40}, 0, 1}, {0,2} 不 可 较 。 

了 全 六 给 定 应当 《< )。 党 昌 区 闪 妈 的 任何 两 


人 


人 


Li 


例如 上面 竣 了 中 的 (如,B); 例 中 的 ({4) ,一 ), 例 4 中 

的 〈a, 所 ) 都 是 全 序 集 , 而 (2p(3), 性 》 就 不 是 全 序 集 . 
以 下 引入 二 ,学 ,之 三 个 记号 ， 对 于 序 集 (4， 蕊 ) 及 4， 

ed 当 且 仅 当 x 蕊 yy 且 x 天 yy 时 ,就 记 x* 三 7 此 外 。 

用 过 和 > 分 别 雇 关 系 所 和 < 的 逆 .、 

、' 不 准 验证 ， 本 章 关于 记号 所 的 规定 同 第 三 章 关 于 同样 记 

号 的 规定 是 一 致 的 , 即 


It 人 V+ yD. 


在 第 三 章 , $ 4, 我 们 看 到 ,自然 数 集 呈 中 的 关系 具有 : 
1) 【三 歧 性 ) 对 于 任何 的 rs m6E w， 


二 证 明知 下 ? x 一 JVy 和 的 Vy TT) 
YN Y= Yr 
和 二 性; 
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丰 一 1 
恰好 三 一 情形 成 立 ; 
2) 【传递 性 ) 对 于 任何 的 #, 区 iE ww， 
7 
那么 ， 一 般 偏 序 寺中 的 < 达 具 有 这 两 个 性 质 中 的 哪些 部 分 柱 质 
呢 ? 
【I 注 1] 偏 序 专 中 的 < 具有 以 下 性 质 : 对 于 所 论 集 各 的 
任何 元 素 xs xz 
1) ( 半 三 歧 性 ) x 二 3 了，* 世 ,了 所 x 至 多 有 一 情形 
成 立 ; 
2) 《传递 性 ) x 之 YA 
-事实 上 ，1) 按照 上 而 基于 < 的 规定 ，* < 之 y，y<r 分 
别 与 > 一 ?不 相 容 ， 此 外 ,假如 = 一 7 ( 即 *< 委 ?Ar 关 力 
与 ?<*【( 即 < 委 *Ax 关 世相 容 ， 则 根据 冬 的 反对 称 性 ， 
+ 呈 》 就 与 + 关 y 相 容 ,这 是 不 可 能 的 、 2) 设 x 筷 7Y 人 Ax 
7， 并 设 所 x (不 必 管 7 天 zs)。 则 由 扫 的 传递 狂 ,得 到 x 过 
*。 但 x 涛 wx， 否则 按 反 对 称 性 , 将 有 * 一 》， 与 x 关 y 矛 
盾 。 
由 注 1 可 知 。 一 般 偏 序 和 万 中 的 << 除 三 歧 性 的 另 一 半 一 - 
yy 之 * 至少 有 一 成 立 一 一 以 外 ， 具 有 台中 一 
的 三 战 性 和 传递 锤 的 其 余 所 有 性 质 . 
以 下 的 注 2 说 明 全 序 过 中 的 天 具 有 全 部 的 三 歧 性 稳 传 递 
性 . 


18 . 第 五 间 序 如 


Ty 
至 少 有 一 成 立 . 
这 是 极 另 验证 的 (习题 五 , 2). 
最 后 ,我 人 对 序 集 的 记 靶 作 一 声明 ， 按照 规定 ,应 该 用 序 
侦 (4, 到 ) 来 记 一 个 序 集 ,其 中 4 是 给 定 的 集合 ，< 是 其 中 
一 个 偏 序 . 但 为 了 简便 ,在 不 致 引起 误解 的 情况 下 ,我 们 单 用 
及 来 记 序 集 (4, 安 ). 


$2 良 序 集 


上 上 节 已 经 看 到 ,一 般 序 集 的 任 二 元 素 不 一 定 可 较 , 而 全 序 
集 的 任 二 元 素 必 定 可 较 . 在 各 种 全 序 集中 ,自然 煞 梨 还 共有 
一 个 特性 ， 它 满足 最 小 数 原理 (第 三 章 , 5 3, 定理 9)， 正 是 
利用 的 这 一 重要 性 质 ， 我 们 证 明了 第 二 妇 负 原理 (第 三 章 ， 
$ 8, 定理 11 )， 其 他 的 全 序 集 就 不 一 定 具 有 这 个 性 质 ， 例 如 
整数 集 Z, 有 理 煞 集 @, 实数 集 民 部 不 具备 最 小 数 原理 . 本 
节 将 在 一 般 的 序 集 中 考虑 与 最 小 煞 原 理 相应 的 问题 ， 为 此 ， 
先 要 明确 什么 基 一 个 序 集 的 最 小 (大 ) 元 : 

【定义 】 设 给 定 序 集 4. 当 县 仅 当 冯 在 4&4 GE ds 使 对 于 


A 


这 里 值得 注意 的 是 : (1) 4 的 最 小 (大 ]) 元 < 必须 是 4 的 
元 素 ; (2) 4 的 最 小 (大 ) 元 a 起 码 朗 与 4 的 每 一 元 素 可 较 . 例 
如 * 在 上 节 关 于 名 (3) 的 例 中 ,是 (3) 的 最 小 元 , {0， 
1, 2} 是 色 (3) 的 最 大 元 ， 又 如 ,去 掉 名 , 则 SF(3 一 16} 就 
没有 最 小 元 ; 去 掉 49, 1,2 7, (3) 一 110, 1,2}} 就 没有 


(DIE O02) (1,2} 
9 


{21 


3) — {gs} 3) — {{0,1,2}} 
图 25 


【 注 1】 如 序 集 4 的 最 小 (大 ) 元 存在 ,网 必 瞧 一 . 

事实 上 ,如 a, 都 是 4 的 最 小 (大 ) 元 , 则 按 定义 ,a 所 引 
县 所 sa. 于 是 由 所 的 反对 称 福 。4 一 

以 下 是 自然 数 集 w 的 最 小 数 原理 在 概念 上 的 推广 : 
| 【定义 】 设 给 定 序 集 4. 当 且 仅 当 4 的 每 个 非 空子 集 有 
景 小 元 ,说 4 是 良 序 集 ， 

这 里 需要 作 些 解释 ， 当 我 们 说 “B 是 序 集 4 的 于 集 " 时 ， 
指 的 是 (1) BC 4; (2) 8 也 作为 序 集 看 待 ,其 偏 序 与 序 集 4 
的 偏 序 一 致 ， 以 后 我 们 说 “全 序 集 的 子 集 *,“ 良 序 集 的 子 集 ”， 
都 是 这 样 的 意思 - 

作为 简单 的 例 示 ，( ,2B),({a}, 一 }，{oy 二 } 都 是 良 
序 集 ， 负 整数 集 Z- 按 其 原来 的 版 序 不 是 良 序 集 ,但 把 原来 
的 吴 序 颠倒 过 来 ,得 到 新 的 序 集 就 是 良 序 集 ， 有 理 数 集 Q@ 按 
其 原来 的 顺序 也 不 是 良 序 集 ,但 从 第 四 章 , 5 5, 例 3， 我 们 知 
道 , 存 在 从 名 到 Q 上 的 双 射 ， 如 对 Q 的 元 案 按 照 @ 中 对 应 的 
元 素 的 顺序 而 重新 排列 顺序 ， 那 么 ， 所 得 到 的 序 集 就 是 良 序 
集 ， 关 于 与 自己 的 钴 卡尔 积 m X w。 如 通过 第 由 章 ; 4 1， 
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例 3 中 从 wx w@ 到 w 上 的 冯 射 , 按 吃 中 的 项 序 规定 XxX ww 
中 的 并 这 ，w X wm 就 成 为 氏 序 集 . 

在 以 上 关于 Z ,QQ, wm X wm 的 例子 中 , 得 到 的 油 序 集 都 
基 和 ww 同一 类 型 全 .读者 应 知 , 良 序 集 的 类 型 多 各 多样。 如 上 
面 举 出 的 良 序 集 ( 和 ;多 ):(faj ,一 } 就 不 是 同一 类 型 ,它们 的 
每 一 个 也 本 与 口 同一 类 型 . 又 如 ， 带 有 全 序 的 任何 有 限 集 是 
良 序 集 ， 它 也 不 与 同 -类 理 。 以 下 进一步 举 出 其 他 类 型 的 
例 了 于， 在 这 些 例 子 中 , 元 吉之 辣 的 顺序 都 按 有 理 数 集 入 中 承 
来 的 申 序 . 


1 
【 例 1] 序 集 下 -也 | ew] U {1} 是 良 序 集 (图 
26), 


Lm 
全 


【 便 2 序 集 {1 一 -一 
是 良 序 集 (图 27). 
I[ 例 3】 序 灶 {一 -| ee | 是 良 序 集 (图 29)， 


mE 1: 


全 关于 良 序 集 的 “类 型 ?; 在 下 面 $4 将 重新 访 诊 ， 
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关于 o x wm 除 上 面 赋予 它 的 与 w 一 至 的 良 序 外 ,还 可 
按照 " 字 三 顺序 "三 了 予 良 序 .所谓 字典 顺序 指 的 是 ， 对 于 序 偶 
Cis) 和 证 < 一 (mi 
7) 
这 样 得 到 的 良 序 集 和 例 3 的 恨 序 集 同 一 类 型 。 

在 我 们 对 良 序 集 的 定义 中 ， 并 未 假定 它 是 全 序 集 。 其 实 

一 事实 已 包括 在 卢 序 集 的 定义 中 ,这 战 是 : 

5 注 2】 良 序 集 必 是 全 序 集 . 

事实 上 ， 讽 式 是 良 序 集 ， 对 计 任 何 的 x+, yeE 4，4 的 学 
集 {zs y} :发 有 最 小 元 .如 * 是 最 小 元 , 则 * 所 ?， 如 y 是 最 
小 元 ; 则 所 xz， 可 昂 *,，》 总 是 可 较 的 ， 

由 此 可 网 ， 偏 序 全 序 良 序 是 一 个 比 一 个 要 求 更 
严 的 概念 ,全 序 集 是 其 任 二 元 素 都 可 较 的 序 集 , 良 序 集 是 其 每 
一 非 空子 集 都 有 最 小 元 的 全 序 集 . 

为 了 给 出 与 良 序 条 件 等 价 的 另 一 实用 条 件 , 我 们 引信“* 截 
月 "前段 "两 个 概念 : 

【定义 ] 设 给 定 全 序 代办 4. 式 的 子 集 工 叫做 也 的 一 
个 截 段 , 当 且 仪 当 

Vr,yE A ETAS Tr YET). 
并 的 截 段 工 叫做 4 的 真 戴 眉 , 当 且 仅 当 4， 

用 普通 的 话说 , 4 的 截 段 工 是 4 的 这 样 的 于 集 , 对 于 工 的 
任何 元 素 x, 比 它 小 的 任何 ye 4 仍 是 了 的 元 素 ; 4 的 真 截 
段 既 是 4 的 截 段 , 文 是 4 的 真子 集 ， 


加 学 轩 的 定 久 也 进 用 于 一 般 的 序 集 ， 慢 对 于 本 书 米 说 , 只 考 % 计 全 玉 集 这 是 和 
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对 于 任何 全 序 集 4, 空 梨 多 是 4 的 一 个 截 展 ， 芭 本 身 也 
是 4 的 一 个 截 段 ( 非 真 截 段 )。 这 是 丙种 极端 情 沉 。 叉 如 ， 度 
4 是 全 序 集 4 的 一 个 元 素 , 不 难 验 证 , {x€ A4|lx 之 a} 和 {x€ 
4i+ 夸 a} 都 是 4 的 截 朗 (习题 五 12)， 

【定义 】 设 给 定 全 序 集 4， 并 给 定 <€ 4， 称 x(a] 二 
fx Lv< ez 为 在 了 人 中 的 育 的 前 慨 , 称 sta) 一 人 ze A 
为 5 在 4 中 的 弱 鹏 段 . 

上 面 已 经 看 到 ， 前 段 xs) 和 弱 前 眉 ?ta) 都 是 4 的 蕉 
眉 ， 这 里 ， 弱 前 改 (a) 可 能 与 4 重合 ( 当 # 基 4 的 最 大 元 
时 ), 但 前 段 (sz) 必然 是 4 的 三 藏 眉 , 这 是 因为 s(a) 至 少 不 
包含 a€ 4. 在 一 般 的 全 序 集中 ，。 真 截 段 是 比 前 段 更 为 广泛 
航模 念 .例如 ,在 实数 集中 中 { 按 其 原 采 的 央 序 ), 任 取 &€ 商 ， 
则 (#7 与 区 ) 都 是 民 的 真 夫 自 ,这 明 ，s(#) 固然 是 上 的 
前 恨 ， 而 ?#7) 就 不 是 任何 实数 的 严格 意义 的 前 股 ， 这 是 因 
为 ,在 了 的 后 面 不 存在 “ 紧 接着 ”的 实数 . | 

以 下 的 定理 指明 良 序 集 区 别 于 其 他 全 序 集 的 特征 一 一 真 
哉 席 与 前 恕 的 一 致 宪 ， 

【定理 1] 合金 序 集 4 成 为 良 序 的 必要 且 友 分 条 件 ， 对 对 
于 全 的 任何 豆 截 眉 了， 存在 某 个 ak 4, 使 了 一 sfe)， | 

证 必要 性 . 设 4 良 序 , 且 T 是 4 的 真 截 段 .那么 ，4 一 
了 对 东 ， 因 -4 良 序 , 故 可 设 = 为 4 一 了 的 最 小 元 以 下 证 
朋 了 一 区 ea)， 事 实 上 ， 如 xE 了 了, 则 必 有 * < ez。 否则 控 全 
序 集 的 三 该 姓 , 将 有 4 所 x+， 从 而 按 截 段 的 定义 ，a € 了 ， 这 
就 与 sa 4 一 了 矛盾 ， 琶 此 时 zexfa)， 另 一 方面 , 根据 = 
是 4 一 7 的 最 小 元 ,不 难 由 xkxfa) 推出 x& TI， 

充分 仁 ， 没 4 是 多 序 集 且 满足 定理 的 条 件 ， 看 4 的 任 一 
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非 空子 集中， 设 工 是 吾 在 4 中 一 切 严 格 下 界 的 集合 : 了 了 
1yE A 二 一 切 x€ Bl. 不 难 验证 工 芋 坟 的 一 个 真 截 女 . 
蚌 根 据 题 设 ,存在 se4 使 了 了 一 sz#)， 对 于 任何 的 x€ 8， 
必 有 a 夺 +， 将 则 x€ ta) 王 工 , 这 与 BT 一 名 予 盾 , 同 
了 时, a 必须 属于 BB， 否则 对 于 枉 何 的 xe 8 排除 了 a 扫 * 中 
的 等 号 ,将 有 a < *， 由 此 推出 a€ 了 二 slw), 这 也 是 不 对 
的 .最 后 得 到 . = 是 8 的 最 小 元 . 
定理 1 所 揭示 的 良 序 集 的 特征 一 一 真 截 始 必 是 某 个 前 段 
可 以 直观 地 摘 述 如 下 : 把 全 序 集 4 的 睫 序 看 作 是 从 左 向 
右 的 .项 去 4 中 左面 一 段 但 厅 截 去 全 部 ( 即 截 取 一 个 真 截 段 )， 
那么 , 不论 截 去 的 部 分 工 有 没有 最 大 元 。，A 中 总 有 一 个 元 素 
4， 紧 接 在 这 个 截 段 了 的 后 面 (参看 图 29)。 良 序 集 而 且 只 有 
良 序 集 具备 这 一 特征 . 


本 = 
J 


T=35{9) T=8ra4) 
3 | i -+ “ 
有 有 最 大 元 的 情形 了 没有 虹 大 元 入 情 形 


图 28 


§ 3” 超 限 归 纳 原 理 和 超 限 递 推 原理 


良 序 集 概念 是 自然 数 集 保留 最 小 数 原理 的 推广 我们 
知 首 , 自 然 数 集 w 还 具有 第 一 归纳 原理 (第 三 窜 , 红 , 定 理 3). 
一 发 的 宙 序 集 还 保留 这 一 原理 吗 ? 为 了 对 比 ， 我们 把 党 一 革 
纳 永 运 表述 为 如 下 形式 : . 
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设 4Coe， 且 满足 区 下 条 件 : 

这 oo 的 最 小 元 0 属于 4， 

说 对 于 和 任何 的 sn€Ewm, 由 mEd 能 推出 紧 接 在 ”后 商 
的 自然 数 #1 异 于 4， 

则 4 一口 

一 般 的 良 序 集 证 不 保留 这 一 原理 .看 4$2 的 例 1, 用 克 记 


人 A el 
其 中 的 良 序 集 ,并 看 它 的 子 集 4 一 {1 一 -一 -| ee 显 
然 , 让 丈 的 最 小 元 0 属于 4, 让) 对 于 任何 的 I 一 
4, 在 W 中 紧 控 在 它 后 面 的 1 一 于 也 属于 4。 但 是 : 4 


不 包含 玉 的 元 来 1， 所 以 4 地 芭 ， “读者 可 以 类似 地 观察 
$2 的 例 2 和 例 3. 这 说 明 对 一 般 民 序 集 类 说 ， 第 一刀 的 大 二 的 
条 性 杀 足 以 把 这 星 良 部 集 的 元 索 全 名 归纳 进去 ， 

男 一 方面 ,% 的 第 二 妇 钠 原理 (第 三 春 , $8, 定理 11) 只 
是 靠 最 小 数 原 理 开 明了 的 这样 。 比 照 最 小 数 原 理 定义 的 度 序 
集 就 应 保留 第 二 归纳 原理 ,对 于 一 般 的 良 序 集 ， 我 们 把 这 原 
理 叫 做 超 限 妇 钠 原 理 : 


Ca 


人 


vas W((a) EA 4 A), 《 亲 ) 
则 4 二 WW， 
这 个 定理 的 证 明 同 w 的 第 二 归纳 原理 的 证 明 一 样 . 
【 注 】 可 以 证 明 ( 避 题 五 ,17) ,如 全 序 集 丈 的 任何 满足 条 
件 ( 亲 ) 的 于 集 4 痢 与 WW 重合, 则 WW 是 良 序 集 ， 与 定理 2 结合 ， 
这 就 是 说 ， 对 于 全 序 集 多 来 说 起眼 与 结 原 班 所 还 的 性 质 号 戎 
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以 下 考 虚 递 推 原理 .ww 的 第 一 弟 推 原理 (第 三 章 ， 5 6, 定 
理 10) 的 结论 可 以 说 成 ， 存 在 一 个 函数 wiio -> 六, 除 #4(0) 二 
ez 外 ，# 在 每 个 # 之 0 的 值 s(n) 由 «在 a ( 紧 接 在 ”前 
名 的 污 行 者 ) 的 什 w(x-》 所 确定 :，w(5) 一 fw(n-)), 其 中 
玉芝 一 X 是 递 推 函 数 ， 

一 般 的 请 序 集 就 不 保留 这 一 原理 。 这 是 因为 ， 一 般 良 序 
集 的 元 滞 ( 如 82, 例 I 和 例 2 中 的 1, 例 3 中 的 1 2，3,…) 可 
能 没有 紧 接 在 它 前 面 的 元 素 . 

男 一 方面 ,o 的 第 二 递 推 原理 (第 三 章 $ 8, 定理 12) 主 要 
是 符 @ 的 第 二 归纳 原理 ( 邯 的 超 限 归 纳 愿 理 )? 证 明 的 。 它 可 
以 向 一 般 良 序 集 推广 ,这 就 是 ; 

【定理 3】 《 超 限 雍 推 诛 理 ) 设 给 定 良 序 集 矿 及 任 一 集合 
天。 用 3 记 : 对 于 一 加 “6E 4€ 了 一切 襄 数 se 一 X 所 成 
的 集合 : 


设 恰 袜 人 5 ->XX， 则 存在 唯一 的 函数 x: 玉 > 叉 ,， 使 
“ta) = fr tse) = fuse)®. 

定理 的 证 明和 w 的 第 二 递 推 原理 的 证 明 一 样 ， 

同 w 的 情形 一 样 ， 我 们 仍 把 xX 叫做 取 值 集 ， 把 f: 85> 
三 做 递 推 函 数 . 对 于 良 序 集 丁 , 只要 有 了 取 值 集 藉 和 递 推 函 
数 六 由 超 限 北 淮 原理 就 可 判断 存在 玲 一 的 满 足 递 推 公式 

utq) 一 下 【< 

的 国 数 ww ~> 忒 ， 


元 昌 六 有 弟 汪 总 ,8 林场 说 朋 2) 中 的 记 法 ， 
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超 限 归纳 原 圳 和 起 限 弟 推 原理 是 数学 中 常 被 引用 的 原 
理 . 读者 在 本 章 后 面 的 理论 发 展 中 ， 就 会 看 到 它们 发 挥 的 重 
要 作用 。 
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在 $2 我 们 曾 提 到 某 酚 个 序 集 “同一 类 型 ”。 例如 ,我 们 说 
负 整 数 集 ZZ 按照 倒 过 来 的 贿 序 ， 有 理 数 集 Q 按照 第 四 章 ， 
55， 例 3 所 赋予 的 顺序 部 和 吕 同一 闪现，w X o 按照 “字典 
顺序 "和 $2， 例 3 的 序 集 同一 类 型 ， 当 时 提出 "局 一 类 型 ”只 
是 一 种 直观 撒 述 ， 以 下 引信 的 "相似 "概念 就 是 这 种 直观 描述 
的 正式 抽象 . : 
. 在 第 四 章 我 们 考虑 过 两 个 集合 的 等 势 ， 它 指 的 是 两 集合 
之 闻 存 在 双 射 。 以 下 所 请 两 序 集 想 似 指 的 是 不 但 在 它们 之 辣 
存在 双 射 ,而 且 在 这 双 射 下 双方 保持 顺序 一 致 : 
【定义 ] 设 给 定 序 集 (X, 所 x);(Y, 筷 Yy)， 当 且 仅 当 
1) X == 了， 即 存 在 从 XX 到 YY 上 的 汉 射 了 ,有 量 , 
2) 对 于 任何 的 mo bEX， 
a rd > a) yh), 
我 们 说 序 集 蔷 ,7 相似 , 记 作 
入 之 YY， 
并 这 了 是 从 天 到 YY 上 的 一 个 相似 映射 (或 相似 对 应 )， 


Te 


例如 ,如 自然 数 集 串 带 有 自己 原来 的 顺序 , 集 含 


上 1 
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-A 


带 冰 生理 数 集 @ 原 米 的 蚌 序 ， 则 w ~ Y， 相似 映射 可 肥 为 
fo 一 了 Y， 其 中 Ks) 一 1 一 -了 -但 良 序 集 2Z 一 YU{1} 


(§ 2, 例 1) 不 能 与 。 相似 {尽管 它们 等 势 ). 这 是 因为 ,如果 相 
似 。 则 与 的 最 大 元 1 对 应 的 应 是 的 最 大 元 ， 而 后 者 是 不 
存在 的 。 丸 如 ,如 按 民 中 原来 的 其 序 。 则 区 间 (0, 1) 与 及 相 
似 、 请 读 老 给 出 相似 映射 又 如 , 设 中 一 {a, 5, c}, 其 中 偏 
序 为 {(ey ea) C6 5), Ces cj (a, 6), Cac)}; Yo {x,y, 
2}; 其 中 偏 序 为 {xs (9 C2 5) (x xs 5)} 则 
序 集 X 与 Y 档 似 ， 
: 与 第 四 章 , $1, 定理 1 相当 ,我 们 有 ; 

【定理 4] 对 于 任何 的 序 集 X,Y 了 , Z， 

1》( 自 反 给 ) 祥 心 祥 。 

2) {对称 往 ) XX 之 了 之 YY 之 到 ， 

3)《 导 递 福 ) XX 之 YAYZ 入 RR 二 YZ, 

证 明 是 简单 的 。 

相位 的 定义 是 对 一 般 序 焦 订立 的 。 在 定义 的 条 件 2) 中 
葛 双 向 箭头 < 拓 > 不 能 用 单 向 箭头 > (或 生 ) 代 赫 ， 这 是 因 
为 ,两 个 序 乐 了,Y 即使 等 势 ,在 一 个 序 集 允 (或 闻 ) 里 可 较 的 
元 素 , 其 在 男 一 序 集 了 (或 X) 里 的 对 应 元 素 不 一 定 可 较 。 定 
义 的 条 年 2) 要 求 在 一 方 可 较 的 元 案 , 其 在 另 一 方 的 对 应 元 窒 
必须 可 较 , 并 且 保 持 硕 序 一 致 

由 于 全 序 集 中 的 一 具有 完全 的 三 岐 性 (8 1, 注 2 ,问题 就 
简单 了 。 我们 有 以 下 的 注释 : 


【 注 】 使 念 底 梨 (特别 是 良 序 集 ) 和 ， 了 相似 的 必要 量 充 


分 条 件 : 
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1) 存在 从 XX 到 Y 上 的 满 英 1， 筷 - 

2) ff 是 闻 格 递增 的 ; 即 对 于 任何 的 a 6 EX， 

x 1) < yD). 

这 是 容易 验证 的 . 注意 这 里 条 件 1 只 要 求 了 是 清 射 ,条 
件 2) 中 的 第 头 只 要 求 单 方 的 地， 

上 面 ,我 们 谈论 相似 性 ， 是 面向 一 艇 序 集 的 。 和 但 是 ,对 于 
本 节 来 谱 ， 我 们 的 兴趣 主要 在 良 序 集 。 以 下 考虑 与 良 序 集 的 
相似 性 有 关 的 问题 

【5i 理 1】 设 生 是 良 序 集 旦 上 是 和 到 EX 到 持 其 一 子 集 上 的 一 
全 相似 映射 , 则 对 于 任何 的 45， 2 所 (4) 4 

证 ”用 超 限 归纳 原理 (5 3, 定理 2)。 

4 一 {zeEXl* < 
对 于 age 上,， 设 5a 己 4， 即 设 对 于 一 切 x 二 qa， 部 有 “所 
1x)。 我 们 证 肖 a € 4, 即 证 明 4 所 fs)， 事 实 工 ; 如 fg) 二 
a， 则 在 归 钠 假设 中 , 取 + 一 f(a), 得 到 f(a) 地 Hfta)).， 男 
一 方面 ;由 f(a) < 及 了 的 严格 递增 性 (着 前 面 的 注 》, 得 到 
ff(a)) 过 fta)。 这 就 与 过 的 三 上 赎 性 矛 看 。 可见 4 所 1a). 
按 趣 限 归 纳 厌 理 ，4 一 人 *， 这 紫 是 引 理 的 结论 ; 让 
| 引 理 1 的 直观 意义 是 ,一 个 良 序 集 到 其 子 集 上 的 想 似 蜡 
, 射 是 不 能 后 避 的 。 一 般 的 全 序 集 不 见得 具有 这 个 性 质 ， 请 读 
者 举 出 反例 ， . 

[3 引 理 2] 任何 良 序 集 不 能 与 其 真 截 段 相似 . 

证 设 X 是 良 序 代 ， 并 设 是 从 基 到 其 次 坝 自 了 上 的 相 
位 上 映射 ， 直 于 二 是 朗 序 集 , 政 按 $ 2 定理 1 ,了 了 必 是 蒜 个 aE& 
支 的 前 段 ;(a) :了 二 s(n). 于 是 fa)€ sta), 即 区 之 a， 
这 就 与 引 理 了 矛盾. 放 
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请 读者 对 引 理 2 举 出 非 恨 序 的 全 序 集 的 反例 。 

【定理 5] 设 给 定 良 序 集 和 了， 如 在 在 从 X 到 Y 上 的 
相似 映射 思 赂 了 是 唯一 的 相似 里 射 - 

证 证 f#g 都 是 丛 到 了 上 的 相似 卜 射 ， 则 g"1of 是 从 
下 到 白马 上 面 的 相 局 映射 , 按 引 理 i, 对 于 任何 的 a€ 半 , a 过 
《se of}(a)。 在 不 等 式 两 边 僵 用 相 忆 映射 g,， 得 到 g(a) 专 
扰 g)。， 同 理 可 得 fo) < g(a)。 故 f(a) 一 Sa) | 

请 读者 对 定理 5 举 出 非 良 序 的 全 序 集 的 反例 ， 

下 面 的 定理 告诉 我 们 任何 两 个 和 良 序 集 都 能 以 相似 为 标准 
进行 比较 : 

【定理 6 ( 良 序 集 的 可 较 原 理 ) 对 于 任何 两 个 良 序 集 % 
和 站 ,以 下 三 种 情形 恰好 有 一 种 成 立 : 

1) 与 Y 相 僻 ， 

2) 区 与 Z 的 基 一 真 戴 月 相似 ， 

3) 了 与 X 的 某 一 真 截 慨 相 仇 ， 

证 由 引 理 2 不 难 推出 三 种 情形 两 两 不 相 客 。 以 下 证 明 
三 种 情形 至 少 有 一 成 立 ， 如 着。 了 中 有 一 为 空 集 ,这 结论 显然 
上 成立， 以 下 设立 ,Y 部 非 空 集 ,并 根 定 ,YY 的 每 一 个 都 不 与 
男 一 个 的 真 截 眉 相 似 ， 只 要 在 此 假定 下 ,证明 叉 与 Y 相似 就 
可 以 了 @@。 我 们 利用 超 限 递 推 原理 来 构造 相似 里 射 。 

对 于 和 任何 的 a€ 和 和 任何 的 从 s(a) 到 了 内 的 有 映射: 
如 下 定义 递 推 菠 数 了 

让 当 ran(7) 了 了 , 令 1 是 了 一 ranlr) 的 最 小 苑 ( 参 


四 就 是 说 ,证明 “2DA T=1). 这 同 TDA "D3D 和 0 TDA 72)=*3) 
锋 究 . 
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4 
| 
] 
1 
] 
1 
| 
a 


看 图 30) 钙 . 
rn 了 令 fn 是 Y 的 最 小 元 国 . 
按 超 限 递 推 启 理 ,存在 从 其 到 了 内 的 函数 4, 使 
ule) 一世 Tree) 
以 下 证 明 #* 是 成 天 到 Y 上 的 相似 映射 . 
好) # 在 区 上 严格 递增 .这 只 要 证 明 对 任何 的 a EX， 


| Yh < et < ula)) C1) 
就 可 以 了 。 用 超 限 归纳 不 理 : 设 
Yb aftYe < b(n(e) < (2) 


即 设 < 在 sta) 上 严格 递 赠 。 这 时 rantwx『 了 (a)) 了 壮 Y， 殖 
期 按 上 面 的 注 中 给 出 的 良 序 集 相似 的 条 件 ，w『 s(n) 就 是 从 
XX 的 真 堆肥 sta) 到 Y 上 的 相似 映射 ,与 最 初 的 假设 不 合 。 同 


国 为 了 同 下 面 的 函数 联系 ， 我们 把 洗 数 : 的 图 象 简单 化 了 其 实在 定义 
中 ,+ 不 一 定 递增 ，rants》 也 趟 一 定 是 了 的 截 眉 ， 

国 这 里 是 为 了 完全 确定 函数 f 才 规定 li) 的 共 实 > 对 了 所 需要 的 相似 执 
射 # 来 说 ,这 一 规定 是 多 余 的 ， 请 油 下 面 的 推 证 。 


1 


和 轻 ” 序 梨 的 扣 似 - 澡 序 集 的 比较 1 总 


Mr 


理 ，ran(u 卫 s(5)) 和 了 于 是 wla) 与 x(8) 只 能 按 了 的 定 
文中 的 i) 六 取 信 :，w(a) 是 了 一 ran(w[1 sta)) 的 最 小 元 ， 
ub) 是 了 一 zan(e 区 的 》 的 最 小 元 ， 央 Y 一 ran(aT sta)) 
这 芋 一 rangfz cf 的 )， 故 让 守 wlta)， 担 BE s(ta)},， 玻 
ub)E ran(wT? (a) ,而 与 此 加 时 ,x(a) € Y—ran(w | sa)),. 
所 以 wt8) 二 wta)， 这样， 我 们 就 由 要 设 (2) 推 出 了 wt5) 之 
ula),. 按 超 限 归纳 原理 ,对 于 任何 的 ee 了 ,(1) 成 这， 

BY Tanfa) 是 了 的 一 个 截 碟 ， 设 ye ran(#)、 我 们 证 明 
对 于 Y 中 企 何 的 > < 7， 都 有 = Eran(w)， 事 实 上 ,对 于 所 说 
的 z, 看 集合 


M = {bE Xs Eup)}. ， 
按 假设 ， 存 在 aeX, 使 yy 一 wta), 从 而 z 之 nle), 可 见 
at&E 计 。 政 桂 关 荔 . 设 而 是 对 的 最 小 元 我们 证 朋 以 加)=- 
#。. 事实 上 ,由 本 EM， 知 4 所 (如 )， 另 一 方面 , zran fa 
TF st 6 )), 否则 在 三 Bb < bo, 使 下 [下 = 号 9 以 而 bEM, 
与 各 是 对 的 最 小 元 矛盾 . 故 seY 一 ran(w[『 st&&))， 但 报 ， 
据 类 似 于 4) 中 的 理由 ,wl&)】 是 Y 一 ran ax( 而 )) 的 最 
小 元 ,可 风 #( 如 ) 委 >。， 将 此 不 等 式 与 上 曾 已 证 的 不 等 式 > 所 
wu( 本 ) 结合 起 来 ,得 到 xs( 醒 ) 一 =， 可 见 =e ran Cn). 

C) ran (w) 一 了， 事实 上 ，rantw) 不 能 是 Y 的 真 裁 段 ， 
否则 就 是 愉 六 到 Y 的 真 上 鹤 菇 上 的 相位 映射 与 最 初 的 假设 
不 合 ， 

最 后 , 因 前 面 注 中 给 出 的 良 序 集 相似 的 条 件 全 部 被 满足 ， 
碎 六 二 YY | 
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$5 恨 序 化 原理 


展 序 化 原理 说 的 是 ,对 于 一 个 不 带 遍 序 ( 或 虽 带 偏 序 但 不 
予 考虑 ) 的 集合 :总 可 赋予 它 一 个 朗 序 . 

为 了 证 明 这 一 原理 ， 我 们 先 作 一 些 非 正式 的 观察 . 设 给 
定 集 全 4 和 旭 4 一 攻 ， 则 偏 序 区 就 使 世 成 为 区 序 集 以 下 
没 妈 基 攻 ， 并 为 叙述 的 方 使 ,索性 把 4 看 成 无 穷 集 。 4 是否 
能 良 序 化 固然 尚未 证 明 , 但 它 总 有 能 良 序 化 的 子 集 ,例如 任 取 
af 4 则 (tej 一 ) 就 是 :个 良 序 化 子 集 。 现 在 考虑 一 切 良 
宫 化 的 子 集 (D, < 反 p)， 其 中 站 Cd 且 二 bp 是 吃 的 良 序 ， 这 
些 子 集 可 以 重 从 如果 它们 的 良 序 各 行 其 是 ， 我 们 对 整个 4 
的 良 序 化 就 作 不 出 什么 事情 .需要 把 各 个 良 序 所 5 统一 起 来 ， 
设 叶 是 4 的 一 个 选 树 好 数 (第 四 章 , 5 4) 我 们 将 利用 来 统 
一 庄 良 序 化 子 集 的 良 序 : 规定 ， 对 于 每 个 良 序 化 的 子 集 
(Dp), . 


Yaé Dlp(A so(a))} = a) (¥*) 
(参看 图 31).。 例如 , 设 so 一 ptA), a 一 p(4 一 {a7)， 
0 一 和 904})。 那么 ，(44o}, 一】 就 是 开头 一 个 良 序 
化 子 集 ， 如 良 序 化 子 集 ({my a1}, 筷 1) 符合 规定 ( 米 }， 则 a 
必 是 最 小 元 国 , 即 a 二 ,a,， 如 良 序 化 子 乐 {a0, aa， da}, 2) 
符合 规定 〔( 米 ), 刚 必 有 qo 二 191 过 ;4; 轩 。、 观察 按照 规定 《*》 


中 加 4 是 最 小 元 ; 则 sae) 二 同 、， 从 而 mi 一 td 一 Ca) = PA) 
any 得 而 寺 20， 

久 哮 国 中 理由 ;06 其 是 最 小 元 .又 yo 并 为 次 元 ; 否 别 fC) 一 《aol 从 而 
da = 
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得 到 的 这 前 三 个 良 序 化 子 集 ,可 以 看 出 :它们 在 共同 部 分 确实 
保持 统一 的 良 序 . 不 但 如 此 ， 它 们 的 每 一 个 总 是 包容 其 前 站 
的 各 于 集 。 把 这 情况 设想 到 一 般 , 可 以 期 望 ; 求 一 切 符 合 规定 
《* ) 的 子 集 ( 带 着 绕 一 的 银 序 ) 的 并 集 ， 就 会 得 到 良 序 化 了 的 
有 扎 ， 这 就 是 以 下 定理 证 明 的 粗略 轮廓 ， 


Ae, 
Pid- pta P= # 


spto 
Lo 
-< 


用 诡 无 序 集 (Dr>sp》 是 4 的 良 序 化 子 靠 
31 

说 ， 对 于 任何 的 集合 4， 存 在 它 和 
咸 为 展 序 集 . 

证 可 设 44 关 .按照 选择 公理 , 设 P 是 4 的 一 个 选择 
函数 . 当 且 公 当 DC 4 满足 条 件 : 

1) 存在 PP 的 偏 序 二 bp, 使 (DP, 去 bp) 是 良 序 集 ， ， 

i ) 对 于 任何 的 sa€ DD，Pp(A 一 so{a oe, ~ 
称 良 序 集 (D, 二 bp) 是 一 个 天 集 ， 并 用 了 工 记 这 样 一 切 六 亚 
扫 的 全 体 ， 

我 们 暂时 引入 工 - 集 这 个 名 称 只 是 为 了 证 明 中 叙述 的 方 
便 ， 没 有 什么 特别 意义 。 以 下 分 几 步 对 定理 进行 证 朋 。 
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1) 对 于 河 一 集合 了 CA， 如 有 两 个 及 序 所 bp， 于 pp 使 
(DD, DD),(D, En) 都 是 集 , 则 所 p 旺 所 bp 相同 ，_ 
只 要 证 明 对 十 每 个 &E 卫 ， 接 两 种 良 序 的 前 段 spla) 与 
ja) 相同 就 可 以 了 。 我 们 应 用 超 忠 归纳 原理 : 设 对 于 一 切 
Xp on。 或 证 名 (ea)] 一 sb(a), 
在 以 上 的 归纳 僚 设 下 , 先 证 集合 fa) 在 恨 序 集 (所 站 
中 仍然 是 个 截 段 。 事 实 上 , 设 x€ spta) ( 即 x<pa)Hy <p 
x。 按 归 纳 假设 ，y<px， 从 而 ?7 <og。 即 y€sp (la)， 可 
更 mp ta) 是 【二 ) 中 的 截 眉 。 且 因 a 六 spta)， 天 xpofe) 
是 真 截 色 . 设 它 是 “ 的 前 自 : - 
sp(#) = spola'). 
按 T- 集 的 定义 的 条 件 ii)， : 
a plA— sta)) = plA— h(a)) =a, 
压 spta) 二 sptn)， 于 是 归纳 地 得 到 ， 对 于 每 个 ee 卫 ， 
sp(a) = spla). 


2) 如 (D,<p) ')】 与 (EB， (BE,<Se) 都 趣 晤 工 - LT 集 , 则 DD 尾 (E,<<s) 


Es 洁 


直 于 尚 示 证 明 两 个 良 序 在 D, EE 的 共同 部 分 的 一 致 性 , 直 
接 证 明 上 述 断 衣 是 困难 的 ， 以 下 运用 一 个 手 潜 . 设 瑟 是 锁 足 
以 下 人 条件 的 F 的 全 体 : 

a)} FCDMNE, 

5) 玉 同 时 是 (D,<<o) 与 《FE,<<s) 的 哉 民国 


加 这 是 说 ,不 但 寻 于 中 >F 的 共和 痊 儿 分 中 ,而且 同时 是 二 插 的 戴 锅 ， 晴 前 
应 该 让 为 ， 作 为 口 的 截 刻 ; 下 是 按 圭 p 的 陋 序 的 ; 作为 EF 的 截 辟 ;下 是 按 
志 s 的 顺 岸 的 . 


~ 
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设 上 一 U(Z). 不 难 验 证 G 仍 洲 是 人 条件 a), 5B) CG 人 代 )， 
就 是 说 是 最 大 的 了 f， 以 下 证 明 G 椒 能 同 条 是 (DD 寺 p) 与 
{ 王 ,去 s) 的 真 截 外 。 事实 上 , 刘 |G 同时 是 二 者 的 真 截 段 , 则 在 
在 2€ED 及 ee€EE, 使 GG= sn(d) = sr( e). {DD, Sp) 
与 (EE, 夺 g) 是 T- 集 , 丽 pA 一 G)} 一 4 一 ee, 可 风 IA4 一 eeé 
DNE. 进 G 一 GUI{4}， 不 淮 验 证 6 一 纪 (4) 一 二 (e) 
全 注 足 条 竹 ?7 5) 这 中 加 性 是 肾 人 的 了 上 矛盾， 现在 ，G 婚 
向 时 十 (D, 志 pb) 与 (5, 所 ) 的 截 设 ,又 不 同时 是 二 者 的 真 
截 段 , 它 只 好 与 已, EE 之 一 重合 .不 妨 设 0 一 .于 是 E 是 
(D, 夺 np) 的 规 段 ， 现在，(B, 坊 zg) 是 工 集 : 另 一 方面 , 作为 
工 - 集 (DD, 所 bp) 的 礁 段 ，(E, 所 np) 也 起 了 - 代 ， 所 以 , 按 1) 
中 已 证 的 站 果 ,在 1 Ep 与 < 相间 ， 


Cr 二 及 


任何 两 个 zx; yE UU 必 向 属于 茶 个 DéT， 我 们 江 用 这 个 的 
仿 序 二。 来 确定 x 所 ?或 y 扎 x。 这 不 依赖 吕 的 选取 ， 事 
实 上， 设 xy 同属 于 De T 且 同属 于 BET， 刚 按 2) 中 已 
证 ,或 者 主 是 (D, 守 bo) 的 裁 段 ,或 者 D 是 (8, 声 z) 的 截 段 ， 
并 且 在 x*， 3 所 居 的 共同 部 分 保持 顺序 一 致 即 
+ Dy ry 
在 同学 UU 以 偏 序 的 明 础 上 ,我 们 证 衣 , 每 个 De 是 (DU，, 拟 ) 
的 一 个 截 段 . 事实 上 , 设 se DH xc<a， 谈 x*E 基 个 EE 
Tr。 那么 ,或 者 EB 是 (DD, 所 po) 的 截 肛 ,这 时 当然 xE D; 或 者 
一 是 《BE ,sg) 的 截 段 ， 这 时 由 4 EE DK (x a<>x<sa) 
推 贞 x€ 号 ， 
4) (Us 所 ) 是 工 集 ， 
. 事实 上 , 站 设 B8CUH 8 z= gg， 性 取 5bE B， 并 看 非 
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空 集合 C= 二 {re Blr 所 8， 因 妇 是 一 切 DET 的 并 集 ， 厂 
5 属于 某 个 DET， 由 3), DP 是 上 的 一 个 截 段 ,所 以 任何 * 志 
5 都 属于 D，。 可 轧 CCD， 赋 然 C 是 良 序 集训 的 非 空子 集 ， 
下 C 有 最 小 元 , 它 也 是 吾 的 最 小 元 。 这 就 证 实 了 也 的 民 序 性 。 
i) 设 es 则 < 属于 某 于 D&T 了 T， 因 可是 上 的 截 成 ; 夏 
sta) = sp(4), 
但 了 满足 TT 和 集 的 条 忻 ii))， 政 
PLA— sa)) = pA sola)) 一 人 
3) U4.. 
事实 上 ,如 开关 好 则 4 一 已 夭 区. 证 
U— UU{PA—U))}, 

并 如 下 规定 UV" 的 偏 序 ; a) 在 CE” 中， 保持 五 的 原来 顺 
序 , 5) 取 pC(A 一 U) 为 U' 的 最 大 元 。 不 难 验 证 带 有 这 样 
偏 序 的 0" 仍 是 TT- 集 。 这 就 风 U 是 最 人 和 芍 T- 集 矛盾 . 

总 结 以 上 ，(4 委 ) 一 (U, 过) 是 良 序 集 .定理 全 部 得 
证 . | 

良 序 化 原理 最 早 是 由 集合 论 的 创始 人 G. Cantor 提出 来 
的 ,他称 之 为 一 个 "极为 重要 的 有 逻辑 律 "， 同 时 ,他 叉 企图 证 上 明 
这 一 原理 ,但 在 他 有 生 之 年 没有 达到 目的 . 在 1904 年 ， 集 合 
论 公理 的 带头 人 E，Zermelo 第 一 次 利用 选择 公理 证 明了 了 良 
序 化 原理 .我 们 采用 的 证 法 就 是 遵循 Zermelo 在 1904 给 出 
的 证 表 ， 选 择 公理 在 这 证 明 中 起 着 最 关键 的 作用 。 正 是 由 于 
承认 了 24 的 选择 函数 ? 的 存在 ,我 们 才能 利用 它 在 工 - 集 的 定 
尺 i 中 使 一 切 T- 集 的 良 序 统一 起 来 , 骨 至 最 后 确定 了 U = 
有 4 的 良 序 ， 

” 划 果 我 们 承认 选择 公理 ,那么 她 据 它 而 让 明了 的 自序 化 


和 转 良 序 化 项 理 : 159 


原理 也 就 被 我 们 接受 下 来 。 不 过 。 应 该 乔 到 问题 的 复杂 性 . 
仅 看 实数 集 只 就 可 以 了 . 【下 不 必 遂 比 它 " 大 ”得 多 的 集合 如 
殉 ( 民 )， 更 (更 (是 ))] 等 等 ,) 按 其 本 来 的 顺序 , 有 是 是 全 序 巢 
而 厂家 序 集 ， 良 序 化 原理 肯定 及 可 以 良 序 化 ,但 至 今 没 有 任 
何人 人 能够 给 出 且 的 一 个 具体 腿 序 的 明显 定 闵 1 

尽管 良 序 化 原理 是 这 样 的 不 易 想 像 ， 但 它 同 选择 公理 一 
样 ， 却 是 当代 不 少数 学 分 支 中 一 些 重 村 内 容 的 理论 要 据 。 单 
就 集合 论 而 言 ;下 面 就 是 良 序 化 原理 的 一 个 极 鞭 重要 和 的 应 用 
在 第 四 章 , $ 3 的 末尾 ,我 们 曾 提出 问题 ， 任 二 集合 是 否 必定 
可 较 ? 这 个 问题 现在 可 以 解决 了 . 

【定理 8] {无 序 集 的 可 逻 愿 理 ) 对 于 任何 两 个 集合 A， 
BB, 以 下 三 种 情形 恰好 有 一 成 立 ; 

1) A4~ Bs, 2} A<B, 3) BXA,. 

证 二 司 2),3) 分 别 不 相 容 是 明显 的， 2 疝 阅 3 也 不 胡 
容 , 因 为 
\ AX<BANBX<XA ABNBA<AN A ~ BY). 

A BA lA 8B) 

《Schr5der-Bernstein 定理 ]， 

以 下 证 明 1), 2); 3) 中 至 少 有 一 成 立 。 按 良 序 仁 原 理 ， 
可 以 分 别 贼 予 4, B 以 良 序 。 再 按 良 序 集 的 可 较 原理 (§ 4, 定 
理 站 ,以 下 情形 至 少 有 一 成 立 : 

i) 良 序 集 有 4 与 良 序 集 B 相 似 , 此 时 4 有 ~ B，; 

ii) 良 序 集 4 与 良 序 集 了 的 某 一 直 裁 眉 和 相似， 此 时 #4 甩 


B; 


十 )》 项 序 集 且 与 展 序 嘛 4 的 菜 一 趴 哉 自 相 羽 , 比 了 时 B < 
4， 
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略 去 重复 部 分 ,可 知 定理 中 的 1)， 2), 3) 至 少 有 一 成 立 ， 
， BE 
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在 $1, 我 们 考 起 的 是 一 般 的 序 集 。 从 $ 2 开始 。 我 们 就 
把 主要 注意 力 集中 在 良 序 集 上 面 , 并 导出 一 此 重要 的 结果 . 钢 
在 仍 回 色 一 般 的 序 集 。 在 $ 2, 我 们 已 经 定义 了 序 集 的 最 大 元 
概念 ,现在 把 这 概念 进行 推广 ， 设 4 是 一 个 序 集 且 a€ 4. 我 
们 说 = 是 4 的 一 个 极 大 元 ， 指 的 是 在 4 中 不 存在 大 于 < 的 元 
素 , 即 


， VrE dt (1) 
例如 (参看 图 25) ,包容 序 集 2(3) 一 1{0, 1, 2}} 没有 最 大 
元 ;但 {0,1),{0,27,{1,2} 都 是 它 的 极 大 元 . 
现在 看 最 天 元 和 概 大 元 两 个 概念 的 区 别 和 联系 . 首先 。 
我 们 知道 ,如 果 序 集 有 最 大 元 , 它 必 是 唯一 的 人 2, 注 们 .但 
基 , 由 上 例 可 以 看 出 ,一 个 序 集 可 以 有 多 个 极 大 元 ， 其 次 ， 从 
偏 序 的 半 三 赎 柱 (5 1 , 注 1) 可 以 看 出 ,一 个 序 集 的 最 天 元 必 辐 
时 是 航 大 元 ， 对 于 全 序 集 来 说 , 倒 过 来 也 对 。 这 是 因为 , 按 全 
序 的 完全 三 歧 性 ,对 于 全 序 集 ,(1) 同 Yx€ 4(* 扫 a) 等 价 .可 
见 全 序 桌 的 极 大 元 同时 是 唯一 的 最 大 元 。 但是， 对 于 一 般 序 
集 来 说 ,x 交 a 包括 x 过 a 和 xse 不 可 较 两 种 可 能 ,可 见 极 
大 元 不 一 定 是 最 大 元 ,上 面 的 例子 说 明 这 一 点 ， 
区 下 分 析 一 下 极 火 元 的 定义 (1)。 设 < 满足 条 件 (1)， 如 
再 设 区 9， 则 必 有 * 一 4a。 男 一 方面 , 设 4 泪 足 条 伞 
VE YY (站 


彰 础 垩 入 
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我 们 证 明 (1) 上 成立。 事实 上 ， 如 (1) 不成立; 即 3x*€ 
(但 
Ee 
C2) 
这 就 与 偏 序 的 半 三 睹 性 矛盾 。 这 样 ,我 们 可 用 与 条 人 尾 (1) 等 价 
的 系 性 (2) 作 为 极 太 元 多 定 艾 : 
[定义 】 设 给 宝 序 集 4. 洁具 仅 当 存 在 “ec 4， 使 得 对 
于 任何 的 .< A, 
区 和 人 
境 s 蚌 4 的 一 个 极 大 元 ; 
定义 的 这 种 形式 往往 在 推理 中 使 用 方便 ， 
一 个 序 集 4 的 极 小 元 as《 4 措 的 是 ,在 4 中 不 存在 小 于 
a 的 元 素 ， 这 定义 可 写成 如 下 形式 : 
【定义 ]〗 设 给 定 序 集 4 当 且 仅 当 存在 a€ 4， 使 得 对 
于 任何 的 *E 4， 机 
XS 
谤 # 是 4 的 一 个 极 小 元 . 
下 面 介 绍 链 的 概念 。 我 们 知道 ， 一 个 序 集 不 一 定 是 全 序 
的 。 不 过 ,任何 序 集 总 有 全 序 子 集 ， 例 如 ,作为 任 一 序 集 的 子 
集 , 空 集 是 全 序 ( 而 且 是 良 序 ) 的 ; 什 何 非 空 序 集 4 的 单元 素 子 
亿 都 是 4 的 全 序 ( 而 且 明 良 序 ) 子 类. 
【定义 ] 一 个 序 集 4 的 全 序 子 集 B ( 即 8 是 4 的 子 集 且 
4 的 仿 序 在 8 中 为 全 序 ) 叫 4 的 一 个 链 . 
例如 ,对 于 带 有 人 包容 序 的 P03) 一 110, 1, 27} (参看 图 
25), 子 集 多 , {97 {07}, {多 {0},。 {0, 1}},{{0}, 
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{0,2}}, 《人 {0,2}} 等 等 都 是 链 . 

下 面 ,我 们 把 注意 力 健 中 在 包容 序 往 上册。 我 们 知道 ,如 
M 尾 一 个 集 组 , 则 (CM, 叶 )》 是 一 个 序 集 。 但 不 一 定 是 金 序 
集 ,， 设 忆 是 寻 的 一 个 链 , 那 么 对 于 5 中 任意 两 个 集合 4，B， 
若非 4CB3。 就 是 CA 现在 ,对 链 C 求 并 , 就 是 说 ,把 人 C 
的 一 团 成 员 并 起 来 ， 这 时 ,可 能 并 集 U LC) 仍 是 好 的 成 员 ， 
也 可 能 不 是 .例如 ,对 于 咖 (3) 一 110, 1, 2}} 【参看 图 25) 
来 说 ,对 它 的 每 个 链 求 并 ,并 集 都 不 会 好 出 它 。， 又 如 ,着 自 然 
数 集 wo。 我 们 知道 。 每 个 自然 数 # 部 是 由 小 于 它 的 自然 数组 
成 的 集合 : # 一 {i€ w|i 之 w) (第 三 总 ,$4, 注 )。 这 样 , 可 
把 中 看 成 一 个 集 组 、 吕 本 来 的 良 序 所 是 同 包容 序 己 一 致 的 
(第 三 章 , $4， 定义 )。 作 为 包容 序 集 , 是 它 自己 的 一 个 链 . 
但 Ul 一 wow， 了 又 如 ， 在 油 序 集 of 一 oUflol 中 ， 对 
任何 链 求 并 . 并 集 总 是 wt 的 成 员 ( 注 普 ; (wt1) 一 w), 

长 定义 】 设 给 定 包 容 序 乐 (MM , 忆 ) 加 . 当 且 仅 当 对 于 于 
中 的 一 芒 链 C5, 并 集 (CC) 总 是 的 成 员 ， 说 对 关于 链 的 ， 
并 封闭 . 

例如 ;上面 举 出 的 名 (3) 一 1{0, 1, 2 和 w+ 就 是 关 | 
于 链 的 并 封闭 的 .市 o 就 不 关于 链 的 并 封闭， 

利用 以 上 定义 中 的 术 话 ， 我 们 手 述 以 下 有 广 生 应 用 的 定 
理 : 

【定理 9】 (Zorn 引 理 ) 设 给 定 包容 序 集 (M; 忆 ) 其 
中 划 是 非 空 集 组 ， 如 MM 关于 链 的 并 封闭 ; 则 必 有 极 大 元 . 

【分 析 】 先 看 一 个 简单 情 了 于: ， 带 有 包容 序 的 集 组 对 之 


- 加 对 看 成 硒 组 , 它 的 起 员 是 集合 . 
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3) 一 190, 1 2 {图 32)。， 它 有 三 个 极 大 元 "。f 8， 我 
们 寻求 一 个 带 有 一 般 意 多 的 途径 ， 把 鞭 中 之 一 “ 找 " 出 来 ， 为 
了 “顺藤摸瓜 ", 先 典 委 于 一 个 良 序 ,如 图 所 示 : a 二 < 二 0 
je e, 


(M,C) 


ery FS3 etaAy 
a 呈 y 


SC 汉 | b= 1 etl}, 2 一 (2 
(6) < dt2) = 0} f= {0,2}, g = {1,2}. 


gio (NS} 
沿 闭 良 序 < 在 (Mc) TT 
中 得 到 链 C 一 {43 cy 8 
图 32 

这 良 序 同 原来 的 包容 序 互 不 相干 ， 但 可 用 以 下 办 社 把 二 者 统 
一 起 来 。 从 按 良 序 筷 的 最 小 元 4 开始 。 顺 次 按 这 良 序 往 后 
省 ;: (1) “包容 4a, 把 它 留 下 ; (2) 《虽然 包容 es 但 不 包容 
已 留 下 的 <, 把 它 弈 去 ; (3) 也 不 包容 已 留 下 的 6, 把 它 也 于 
去 ; (4) 2 包容 所 有 已 留 下 的 a 和 <c， 把 它 留 下 ; (5) 5 不 包 
容 已 留 下 的 < 和 g， 招 它 弈 去 ; (6) 。 不 包容 已 留 下 的 gs 把 
它 也 弃 去 ， 这 样 ， 就 沿 着 所 给 的 良 序 专 ,得 到 集 组 M 的 一 个 
链 和 一 {4,6, gj， 其 中 aCccg， 并 且 不 再 有 有 包容 & 的 其 
他 成 员 。 可 见 & 是 集 组 MM 的 一 个 按 包 容 序 C 的 极 大 元 。 注 
意 ， 8 一 UtC)。 以 于 是 有 限 集 的 请 形 ， 如 M 是 一 般 的 案 
组 ,我们 怠 不 一 定 能 通过 有 限 步 疫 得 极 大 元 。 但 是 ,如 果 有 赋予 
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于 一 个 良 序 所， 我 们 仍 可 按 上 面 把 对 的 成 员 留 下 或 弃 去 秀 
涯 则 ,得 到 M 的 一 个 链 CC. 设 避 一 JU(C)， 由 于 美 于 链 
的 并 封闭 ; 故 FE 对。 可 以 期 望 ,在 M 中 不 再 有 包容 如 而 不 
等 于 避 的 成 员 , 基 U 是 (MM , 记 ) 的 一 个 根 天 元 。 这 就 是 下 面 
证 明 的 轮廓 ， 
这 里 , 册 需 明 确 表示 构成 所 需 的 链 C 的 “原则 .对 于 46 
村 。 不 妨 峡 wx( A4) 一 1 表示 把 4 留 生 CC 时 ,上 用 w(t A) 于 0 表 
示 扫 44 弈 去， 这样,# 就 是 从 并 到 10, II 内 的 一 个 函数 。 对 配 
上 例 , 我 们 的 河 则 应 该 是 : 
当 4 包容 一 切合 8<4 有 是 x({B) 二 1 的 8B 时 ,规定 
ut A) = |: 
当 4 不 符合 上 述 条 件 时 ,规定 ni A) = 二 10, 
以 下 是 定理 的 正式 证 明 : 
证 1) 根据 良 序 化 原理 , 设 扎 是 集 组 M 的 一 个 良 序 . 设 
五 数 u:M 一 {0, 1} 如 下 定义 : 
1， 当 YB < AWB)m 1 BCA), (UU) 
“0 一 tn 当 4 不符 全 生体 01) 
3 f=] 
证 数 * 的 存在 性 需要 用 超 根 递 推 项 理 (§ 3。 定 理 3) 来 保证 ， 
可 取 良 序 集 村 作为 定理 3 中 的 更 ， 肥 {0, 1} 和 作为 定理 3 中 移 
取信 人 乐 区 。 并 如 下 定义 定理 3 中 的 递 推 函 数 1: 对 于 任何 能 
A4€E M 有 任何 的 21 区 一 {0,1}, 令 
FD = { 当 VBEsSCAY(B)Y= 1 BCA), 
. . 0, 当 # 不 符合 上 述 条 件 . 


加 向 如 * 环 难看 出， 如 4 是 《了 ,二 )》 的 最 小 元 : 则 "CAs) 二 1， 就 是 说 > 
最 小 元 如 留 在 链 蛙 ， 
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2) 设 CC 一 {4E Mx(A) 一 1。 以 下 证 明 C 中 的 包容 
序 忆 与 M 中 的 良 序 所 一 致 。 事实 上 , 设 4, BEC 且 BB 
用 此 时 w(A) 一 w(8) 一 1、 因 zf 人 一 1， 故 4 符合 条 件 
{1). 于 是 由 8 所 A 及 un{B8) 一 1 推 1 8 导 扩 ， 另 一 方面 , 设 
4 BEC 且 8CA， 我 们 证 明 关 二 4， 事实 上 , 设 吾 > 4 
因 nt8) 一 it， 履 电 符合 条 件 (1) 《4,8 互 换 )。 十 是 由 4 志 
BB 及 w(A) 一 1 推出 4CB， 连 回 候 设 BC4, 得 到 4 一 
B， 这 就 与 般 设 8 沁 4 耶 秆 . 可见 在 C 中 ,关系 己 与 宇 一 至 
这 样 , 序 集 《C:,C) 与 良 序 集 《MM ,所 】 的 二 集 (C, < 扫 ) 相 
似 ， 所 以 也 是 一 个 良 序 集 ， 于 是 {C, 忆 ) 是 (MM, 二) 的 一 
个 链 . 

3) 设防 一 UIC)， 按 题 没 ，U&E M。 以 下 证 明志 是 
(LM, 二) 的 一 个 极 大 元 .事实 上 , 议 UCD， 则 DD 包容 一 切 使 
u(tA) 一 1 的 A4€ 计 ， 改口 符合 条 件 (1) (以 D 忆 代 4 以 4 代 
8); 十 是 PD) 一 1 可见 DEC， 从 而 DCU。 这 就 得 到 
DD 一 U， 按 定义 ,U 是 MM 的 一 个 检 大 元 . 量 

在 世上 证 明 !， 良 序 人 北原 理想 着 关键 的 作用 .下 是 由 于 
向 集 组 M 引 人 了 上 良 序 乞 , 才 使 我 们 能 刊 用 超 限 递 推 原理 定义 
证 明 中 的 衣 数 #: M 一 10, 1}， 通 过 这 个 函数 * 使 我 们 得 到 
包容 序 己 与 良 序 所 一致 的 链 C， 从 测 得 到 极 太 元 UU 一 UU 
{©). 

作为 本 节 的 结尾 ,我 们 附带 引入 座 集 的 上 ， 下 界 和 上 ,下 
确 完 的 概念 ， 岂 前 引 人 的 最 大 元 ， 最 小 元 和 极 大 元 , 极 小 元 ， 
都 是 在 给 定 序 集 内 部 考虑 的 它们 部 是 给 定 集合 的 元 索 , 将 
要 引入 的 上 ,下 党 和 上 ,下 确 界 则 可 能 不 起 结 定 集合 的 元 素 。 

【定义 】 设 4 是 序 集 XX 的 革 米 ， 当 具 仅 当 存 在 5& XX 使 
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对 于 任何 的 x6 4 都 有 二 已 66 < 0)。 说 6 是 4 在 x 中 的 
一 个 上 上 办 (不 界 )。， 

问 最 大 (小 ) 元 一 样 ， 一 个 集合 的 上 (下 ) 界 起 码 要 辣 这 和 集 
合 的 一 煞 元 隶 可 较 ,. 疝 最 大 {小} 元 不 一 样 ,一 个 集合 的 上 (于 》 
办 ,如 桌 存 在 ,不 一 定 基 瞧 一 的 。 上 此外， 了 4 志 藉 的 上 ff 下) 界 五 
如 果 属 于 4, 上 65 就 同时 是 4 的 最 大 (由 } 汇 ， 

例如 ,在 任何 非 空 序 集 久 中, 空 集 吕 以 下 的 任 们 元素 为 上 
界 及 下 和 界 。 又 如， 在 序 集 《2(3)， 忆 ) 《参看 图 24) 中 ， 任 
何 子 集 都 以 40, 1, 2} 为 上 界 ， 以 多 为 下 界 ， 在 包容 序 集 
(3) 一 0,1,2}) 中 ,集合 [6,40), {1}, 1 有 下 办 儿 ， 
但 没有 上 界 。 在 自然 数 集 名 中 ,偶数 集 和 奇数 集 都 没有 上 界 . 

上 人 硬 已 经 说 过 ,一 个 序 集 如 末 有 .EE( 下 ) 界 ,这 上 {下 ) 界 不 
邮 得 是 唯一 的 。 设 苹 是 一 序 集 。 当 有 日 仅 当 4 性 XX 的 一 切 上 和 界 
(下 界 ) 的 集合 有 最 小 元 《最 大 元 ) F， 说 8 是 4 的 上 确 界 (下 
确 界 ) 或 最 小 上 界 ( 最 大 下 界 )， 记 为 


B= sup(A) (p= inf(A)), 


或 记 为 
8 一 Eap (8 elb(A)). 

学 过 微 积 分 的 读者 对 于 上 ,下 傅 漠 是 不 生态 的 。 例 如 ,在 
有 理 数 亿 他 中 , 有 上 (下 ) 界 的 子 焦 不 一 定 有 上 (下 ] 确 界 。 而 
在 实数 党 尽 中 ,有 上 (下 ) 界 的 非 空子 集 必 有 上 (下 ) 形 界 。 以 
下 香 举 两 个 例子 . 

【 俩 1] 设 M 是 一 集合 。 并 考虑 它 的 一 团子 集 组 成 的 包 
容 序 集 (PP(M),CC), 设 4, BE PLM)、 看 集合 {4, B81}. 
对 于 酝 何 C， DE 入 (M) 且 ACCC，BCD, 代 合 CUD 是 


44,，81 的 上 界 ， 而 集合 4 UB 则 是 4， BT 的 上 确 界 ， 对 
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于 任何 ,DE BP(M) 有 CCA, DCB，, 俯 合 CNMD 是 {4， 
B} 的 下 界 ,而 集合 4 站 B 则 是 4 人 4,B} 的 下 霄 界 . 

[ 例 21] 在 正 整 数 集 QZ” 中 ， 霹 定 当 且 仅 当 王 能 蓝 除 " 
时 ,说 和 Ra。 不 难 验证 (2 ,R) 是 一 个 序 集 。 在 此 序 集 中 ， 
任何 有 限 非 空子 集 的 元 素 的 最 小 公 倍 数 是 这 子 集 的 上 确 界 ， 
而 无 穷 子 集 就 没有 上 界 . 任何 非 空子 集 以 其 元 素 的 最 大 公约 
数 为 下 确 界 ， 


$7” Zorn 引 理 的 另 一 形式 


定理 5 给 出 了 Zorn 引 理 的 常用 形式 。 它 是 针对 包容 序 
而 吉 的 。 以 下 给 出 Zorn 引 理 的 另 一 形式 ， 它 是 针对 一 般 的 
偏 序 而 言 的 

[定理 10】 Zorn 引 再 与 以 下 命题 等 价 ; 

设 给 定 非 容 序 集 居 ， 如 和 的 每 个 链 在 X 中 有 上 中 ， 则 X 
存 极 大 元 . 

证 用 [2Z1 记 定 还 9, 用 [2Z,1 记 定 理 10 中 所 述 命题 . 

1) 由 于 在 包容 序 集 (M ,C) 中 ， 对 于 每 个 链 C。 并 集 
U(C) 是 它 的 一 个 上 界 , 所 以 [2] 是 [2Z,} 的 特殊 捕 形 . 

2) 设 [Z] 成 立 , 我 们 用 它 米 证 明 [Z]。 设 (和 ,过 ) 是 
非 空 序 集 , 并 设 (X, 扎 ) 的 每 个 链 在 X 中 有 上 和 界 。 用 MM 记 基 
中 一 切 链 组 成 的 集合 ,， 因 下 EN， 页 (M , 己 ) 是 非 空 包容 
序 集 . 设 C 是 (M,CC) 的 一 个 链 , 则 UKCCJCX。 以 下 证 明 
U(C) 是 《< 委 ) 的 一 个 链 。 事 实 上 ,对 于 任何 的 x,y€ U 
(C)， 内 CC 是 (M, 己 ) 的 链 , x,Y 必 加 于 MM 中 同一 成 员工 ， 
而 后 前 是 【43 季 ) 的 链 , 可见 *, 7 必 关 于 所 可 较 。 这 就 证 明 
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了 了 UCC) 是 (< 近 ) 的 链 , 即 UCC)E 好， 从 而 证 明了 和 包 
容 序 集 ( 计 , 忆 关于 链 的 并 封闭 。 按 [2 ], 在 在 CM , 忆 ) 的 
一 个 极 天 元 。 由 于 口 是 (过 ) 的 链 , 政 彼 题 设 , 可 设 上 是 
局 在 《XX, 所 ) 中 的 一 个 上 界 ， 这样,6 就 是 (XX, 筷 】 的 一 个 慨 
大 元 ,这 是 因为 ,如 5 不 是 极 人 大 元, 就 存 福 cE ,使 < 汪 上 2. 
看 集合 UUtec)， 它 仍 墟 (区 , 扎 ) 的 链 , 且 是 GM , 己 ) 中 比 
如 大 的 成 员 :, 这 就 问 卫 是 《对 ,和 二 ) 中 的 极 人 区 矛盾 ， 8 


$ 8* 选择 公理 的 等 价 命题 


在 第 四 章 ，$ 4。 我 们 设立 了 选择 公理 .在 本 章 的 8$5，, 我 
们 用 选择 公理 推出 了 及 序 化 原理 ,在 $556, 有 叉 用 度 序 化 原理 推 
出 了 Zorn 3| 理 .在 本 三 ,我 们 候 定 选择 公 埋 (连同 良 序 化 原 
带 } 尚 术 被 尖 认 ,在 兴 认 Zorn 引 理 的 芷 部 卜 ， 用 Zorn 引 理 
来 推导 选择 公理 、 

先 用 Zorn 引 理 证 明 以 下 引 理 : 

【3l 理 ]D 设 R 是 一 个 关系 , 则 存在 一 个 函数 于 RR, 使 
dom(F) ~ dom(&). 

证 如 屎 一 贡 ， 则 可 取 下 一 多 ， 太 下 庶民 关东 。 记 
M 一 {jCRIf 是 蛆 数 }, 购 对 天 贡 ， 因 为 , 任 取 (xy7)E 中， 
则 长 xy 中 它 尼 是 个 函数 以 下 证 明 MM 关 十 链 ( 按 包容 序 ) 
的 并 封闭 ， 事 实 .上 ,看 村 的 尾 一 个 链 CC 的 成 员 都 是 M 的 元 
素 , 从 而 是 尺 的 了 个 , 玻 UCC)CR， 以 下 证 有 明 关 系 U(C) 是 
国 数 。 事实 上， 如 《zy 7)，{x，#) 都 居于 U(C)、。 由 于 6 


Le 


名 有 睹 书 把 这 引 理 了 世 叫 移 择 公理 ， 看 习题 四 ，?3， 


人 ” 进 择 公理 的 等 价 命 题 tiey 


号 一 一 - 


基 个 链 ， 可 风 xs? 与 《Yaz] 必 有 条 于 同一 个 函数 feE CCM, 
所 以 7 一 xz。 由 UC) Uc) 二 R 推 知 UU{(C)E 


元 po [| 个 所 数 ， 以 下 证 明 DF 一 dCRY. 事实 上 ， 
如 末 不 然 ; 则 可 取 x€ dom(R) 一 dom(F). 因 #&€ dom{R)， 
故 存在 ?使 (x,y)《 R, 记 FF 一 PU{Cx,7)}, 则 FEM. 
这 就 同 F 是 M 的 极 大 元 矛盾 ， 上 
A a 
给 定 集 族 (Ai)ierz。 其 中 标 尝 了 上 关 入 ,上 且 每 一 项 册 过 
A 
fCR, 使 dom(a) 一 dom(R) 二 J， 既然 gCCR。 故 对 每 个 
i€ date 4， 用 族 的 记 靶 ,如 存 在 族 (a)je1、 使 每 个 aj€ 
< 人 | 
把 已 征 的 舌 昌 连同 以 前 证 过 的 结果 图 和 解 如 下 : 


1 选择 公理 | 
J 兴 


[ 良 序 化 康 理 | 之 Zorn 引 理 ] 


这 样 , 在 我 们 已 经 设立 的 , 除 选 择 公理 以 外 的 其 他 公理 的 基础 
上 ,选择 公 理 ， 良 序 化 原职 和 Zorn 引 理 是 三 个 两 两 等 价 的 


例题 ,随便 把 其 中 财 个 命题 当 作 公理 放 在 我 们 的 公理 系统 里 。 
都 能 推出 其 他 两 个 命题 ， 


习 题 五 


t. 《$1, 注 1 的 递 》 设 < 是 集合 4 中 的 关系 且 上 其 有 以 下 性 质 : 对 
3 任何 的 *s yo 2*€4， 
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17 ry, ry 末 不 析 容 ; 
2) rrAyCa rs 
记 (rayYx 一 ?为 x* 帮 y。 斌 证 所 符合 $1 的 偏 序 定义 。 

2 证 明 $1, 注 2. 

3。 仿照 图 24, 画 出 以 下 序 集 《XR) 的 图 解 : 

1) X= {6sd se}, 
Ro {Ca be ec) Cas dd a, EY Bb, ec) Ces ey, Cd, e)} UTs, 
{Ix 是 工 上 的 恒 等 函数 ) 

2 X= {a b,c de, i, 5 
R= {to 8)y (hy g)s Cc, gy CH, e), Cgs 7), (ac 

《ss 四 (es oe) C8, 门 (es es Ces TY UP。 

3 X= to by es 4, Ro {Ce, d)} UIz, 

4) X= Pl{as by HR = CC, 

4. 写 出 以 下 图 解 中 的 偏 序 : 


a ef pg .了 、 
二 Cc 了 
二 [9 
必 好 
C1) {2) 
图 33 


5。 设 玉 是 集合 * 中 的 关系 。 斌 证 : 当 且 仅 当 六 一 ix (XX 上 的 重 
等 函数 时 ,R 同 时 是 x 中 的 等 价 关 系 和 偏 序 。 

56。 设 丸 是 案 合 x* 的 偏 序 且 4 GX 证明，kN C4 x 4) 是 4 的 偏 
序 ， 

7- 证 明 , R 是 x 的 偏 序 , 当 且 仪 当 R-! 是 xX 的 依 序 . 

8， 设 RK 是 xX 中 的 自 肥 且 传 递 的 关系 (当然 ， 呈 不 一 定 是 X* 中 的 等 


悦 题 全 全 | 


价 奖 系 碟 俩 序 )， 试 证 ， 
12 如 中 的 关系 5 定 久 为 ; 对 任何 xy ?ex 
{x VY ESSCr SIE NACY, x) € RS 
玖 scR 是 x 中 的 等 价 头 系 ， 
2) 在 总 储 X15 中 定 尽 关系 下 如 下 ; 
Clxls, lyls) ERertr, y) € R, 
则 中 号 X15 的 仿 序 . 《应 先 验证 [x]sREY]s 不 依赖 于 代表 +,Y EX 的 
选取 ,) 
?。 刘 【4 所 4 (4, 安 时 是 序 集 。 如 下 定义 4 x 了 中 的 关系 中 
对 于 任意 的 《ay 65, (4, 0)E AxB，, 
【as 
试 证 及 是 4 关 玫 的 一 全 俩 序 。 
10， 设 《了 ;所 》 是 一 个 序 集 ， 几 x 记 4 的 这 样 的 子 集 ， 其 性 何不 
同 元 索 不 可 较 《 其 对 任何 的 x， zx EX， 燥 * 生 t+， 则 x ==x)， 用 Cc 记 
这 样 一 切 X 组 成 多 集合 。 如 下 定义 5 中 的 关系 R: 对 于 任何 的 EYE 
Cs 


XRY eVYr E XIy EE YC), 

试 证 是 ¢ 的 一 个 偏 序 ， 

11. 在 第 3 题 与 第 4 题 中 ,如 给 定 的 序 集 有 最 小 元 或 最 大 元 , 请 指 
出 5 如 没有 最 小 元 或 最 大 元 ,也 请 指明 。 

12. 对 全 序 桌 4 及 as 4， 验 证 前 了 Ko) 一 {x 41x< 路 和 弱 前 
情 六 ) 一 {x 4]x 所 4) 痢 是 4 的 蕉 妥 。 

13， 对 人 金 序 人 4， 试 证 : 人 

1) Wi) = 4 0) 428, (No) = . 


3》 消 4 关 旋 ,了 且 当 4 有 景 小 元 mm 时 ,人 门 式 *) 二 {ao}; 当 44 没 
要 卫 二 
有 最 小 元 寺 、 [0 ja) = gg， 


bh 
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14， 设 (XX, 五 》 是 序 集 月 4CXs ee4d. 试 证 是 4 的 最 小 元 , 当 
且 促 当 >aafRngteo XA)) = 4, 

15。 说 是 金 序 集 且 4，B 是 区 的 茂 良 ， 斌 证 : 4 是 # 的 截 段 或 
日 是 4 的 释 履 。 

16。 让 天 ,各 全 序 集 4 的 一 切 可 数学 华 基 良 序 的 ， 则 4 是 良 序 的 . 
【提示 : 和 如 全 序 集 4 非 良 序 ,可 设 是 4 的 碍 空 且 无 最 小 元 的 子 集 。 利 
用 选 样 公 融 及 关 - 王 的 递 挫 诛 理 。 可 以 币 造 8 的 一 个 与 四 等 势 昌 无 最 
小 元 的 于 和 集 .] 

17。 设 丈 是 全 序 嘛 由 具 有 以 焉 性质 : 对 于 枉 何 满足 条 件 

VouEIAIIC A EA} 【 求 】} 
的 4CF， 都 乔 4 一 彤 ， 试 证 六 基 民 序 集 - 
【提示 : 设 BcCwWH 8B 多 ,看 8 的 一 切 严 格 下 异 的 集合 : 
A {repli tl rE€ SB}, 


性 然则 8 一 多 ，4 不 能 符合 条 件 (*), 否则 8 是 空 集 ， 于 是 存在 ak 
Ws 擂 9 记得 在 半 证 朋 a 是 5 的 最 小 元 .】 

18， 试 给 出 太 C0,1) 到 是 上 的 一 个 相似 映射， 

19， 自然数 集 名 与 有 理 数 集 及 等 势 , 但 它们 不 能 相似 ( 按 术 来 的 嘲 
序 》。 为 什么 ? 

20， 试 对 $4 的 引 理 1 2, 举 出 非 良 序 的 全 序 集 的 反例 . 

21， 举例 说 明 收 数 集 有 ( 它 不 良 序 } 到 自已 上 面 的 相似 映射 不 崔 
一 。 不 过 , 试 证 明 7 是 2 到 自己 上 面 的 相似 映射 ， 当 且 仅 当 + 大 位 称 ， 
即 存在 茶 个 mo EZ 使 术 w)》 一 wm 二 to- 

22. 证 明 由 太 x》 一 ox 十 5 (9 之 4) 确定 的 六 天 -中 是 看 似 了 映射. 
举例 说 明 十 到 是 上 的 相似 映射 不 一 定 是 这 样 的 类 型 ， 

23， 设 序 集 〈Xs 近 xz) 与 序 集 《7 sr) 相似 。 试 证 。 如 1X， 二 xz) 
全 序 : 则 7 所 y) 全 序 ; 如 《YXs 芯 z) 良 序 , 则 (Y, 亏 y ) 朗 序 . 

24， 证 是 无 窜 的 良 序 集 必 有 相似 于 由 然 数 集 名 的 于 僻 ，| 提 孙 : 不 
并 引 国宾 序 集 的 比较 原理 ,】 
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25。 对 于 集合 4 的 宝 序 委 , 当 且 仅 当 4 有 限时 ,CA4; 守 ) 与 (4 这 ， 
埠 是 以 ]E 代 . 

26， 设 《4* 振 ) 是 良 序 集 ， 设 

二 HE EBCA) 一 1} 昌 上 8 是 8 的 最 小 元 }。 
1) 证 天 法 集 合 且 忠 涵 数 ， 
2) 利用 1)。 由 侯 序 化 囚 理 淮 出 选择 公理 ， 

27. 在 第 3 题 与 第 4 题 中 ,指出 抬 定 部 焦 的 极 天 元 , 极 小 元 。 

28， 不 利用 或 刊 用 Zern 引 惠 ， 让 朋 每 一 非 空 有 限 序 棠 必 有 极 太 
元 ， 

29。 设 wx。 写 出 偶 集 {9s8 的 一 切 可 能 的 贸 序 。 用 吕 记 这 一 
切 偏 序 的 集合 。 指 出 包容 序 案 (98, 己 》 的 极 大 . 

30。 设 给 定 集 合 ， 并 设 旨 是 工 的 一 切 可 能 的 依 序 的 党 合 。 对 于 
包容 序 扩 《esC)。， 试 证 ; 工 是 8 的 极 大 ,当日 似 当 了 是 x 的 全 序 , 

i 提示: 关于 必要 性 * 设 了 是 8 的 一 个 极 大 ， 并 设 工 不 是 X 的 全 序 ， 
即 存 在 sa,6 EX, 使 《as 的 本 是 (82) 专 T.。 证 

Ti = {xy) EXKK| (sa) ETACESY) ET}, 

则 a9) ET 可 风 了 不 是 的 子 染 ， 严 格 延 拍 I; 设 了 = 了 TUT,， 
可 以 验证 了 是 xX 的 一 个 慷 序 ,这 就 同 了 是 8 的 极 关 矛 盾 .} 

31。 设 给 定 集合 X* 并 设 台 是 天 的 一 切 可 能 的 炳 序 的 集合 。 斌 证 : 
如 5 是 包容 序 集 C92， 广 》 的 一 个 链 , 则 UCC) 仍 呈 多 的 偏 序 . 

32， 试 证 : 如 起 集合 xX 的 一 个 偏 学 , 则 存 让 的 一 个 全 序 ,使 
天 已 有 R, 

【提示 ; 设 = {S15 是 XX 的 偏 序 且 RC5)}， 对 于 邮 ， 引 用 第 31 
题 ，zern 引 理 和 第 30 题 .|] 

33， 辑 互 是 域 玉 上 的 向 量 空 间 , 则 三 必 有 基底 印 。 

34， 设 驴 是 有 单位 元 的 环 , 则 R 的 每 个 真理 想 《 关 KR》 必 和 包容 于 民 


l 


志 参看 一 般 的 " 浅 性 代 柳 ?读本 ， 
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移 一 个 极 大 ( 按 包 容 序 ) 真 理想 外、 

35。 试 证 每 个 全 序 集 (3, 蕊 】 有 一 个 良 序 子 集 {4，, 雪 )， 使 对 于 
每 个 ex， 存在 ee 4, 使 ra 

[提示 : 设 所 是 的 一 切 良 序 子 集 的 集合 二名， 如 下 赋予 岂 偏 
序 R: 当 且 仪 当 YE 要 是 2 € 凡 的 截 段 时 ,说 YRZ， 设 CC 蚌 (WR) 的 
一 个 链 , 证 戎 U(C)》 是 的 良 序 于 集 , 邮 UCC}e WwW， 按 Zorn 引 理 ， 
《WR》 有 豚 大 元 4。 证明 4 就 是 所 需要 的 银 序 十 集 .] 

35， 在 图 33317 中 ,iD Xr {ey brsadr es eg 4 {do}, 
Bm {5 ey C= 4 分居 指 出 (如 果 竹 在 ) 4 9&8， £ 在 序 集 
关中 的 上 界 , 下 界 , 最 小 上 界 , 堪 大 下 界 。 


全 参 林 一般 的 "入 娟 代数 "读本 
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第 六 章 序数 与 基数 
1 引言 


! 以 自 然 数 说 起 ， 在 人 人们 的 生活 中 ， 自 然 数 起 着 两 个 方 重 
的 作用 。 一 个 方面 的 作用 是 判断 事物 的 多 少 。 例 如 ， 已 知 教 
室 有 后 个 座位 ， 将 有 48 个 学 生 听 课 。 我 们 判断 座位 数 比 学 
生 数 多 ,于 是 认为 这 教室 可 以 容纳 这 些 学 生 昕 课 。 田 一 方面 
的 作用 是 给 一 些 事物 编排 序号 ， 例 如 ,可 把 讲台 算 作 第 0 号， 
把 座位 由 左 往 右 ,并 由 前 往 后 地 标 上 第 1 号 ,第 2 号 ,……- ,第 
60 号 。 同 时 ,可 把 教师 算 作 第 9 号 , 把 48 个 学 生 按 照 个 子 高 
矮 编 成 第 1 号 ,第 2 号 ……… ;第 48 号 ， 那 么 ,上 课 铃 一 响 , 大 
家 就 可 以 蛮 无 争论 地 对 号 人 座 ， 进 行 课 堂 活动 。 
1 按照 我 们 的 埋 论 ， 一 个 自然 数 7 指 的 是 最 小 归纳 集 w 的 
一 个 元 球 ( 第 三 章 , 5 2, 定 义 }. 9 本 身 是 个 集合 其 元 素 仍 是 
自然 数 ( 第 三 章 , $2, 注 2). 下 面 , 在 我 们 的 理论 指导 下 ， 重 
新 考察 上 述 自 然 数 的 两 方面 作用 : 

1) 对 于 任 给 的 在 限 集 4， 丰 在 唯一 的 白 然 数 x 使 得 
于 心 [第 四 章 ,，§$2, 定义 及 定 埋 2)， 这 时 记 # 一 N(A), 并 
称 之 为 4 的 元 素 个 数 。 和 如果 两 个 有 限 集 4, 8 有 相同 的 元 素 
个 数 : (4) 一 N(B8)。 我们 就 认为 它们 的 元 素 一 样 多 ; 如果 
NCA) < N(8)， 我 们 就 认为 4 的 元 素 比 百 的 元 素 少 ,或 3 的 
元素 比 4 的 需 素 多 ， 这 就 是 说 ， 甩 然 数 被 当成 判断 有 限 集 元 
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素 多 少 的 标准 . 

2) 设 (4; 忆 4) 匙 有限 良 序 集 , 并 设 它 与 小 于 # 的 一 切 
自然 数组 成 的 度 序 集 (x, 筷 s) 相似 。 部 么 。 相 做 对 应 a:n 一 
4 就 起 唯一 的 (第 站 间 ,$4, 定 翰 5)。 这 就 得 向 有 限 序 列 
(ca, ) us， 用 习惯 的 记 法 ， 就 是 (ay al,… -as_1)。 在 这 有 限 
序列 中 ， 我 们 说 m 是 4 的 第 0 元 过 ,下 是 4 的 第 1 元素，… 
…，as_! 是 4 的 第 ”一 1 元 素 ， 这 里 ,自然 数 = 的 诸 元 素 起 
到 了 把 有 限 良 序 集 的 元 索 编 排序 号 的 作用 。 

自然 数 在 以 上 两 方面 记 起 的 作用 ,其 对 象 只 限于 有 限 集 ， 
对 于 无 穷 集 ,自然 数 就 无 能 为 力 了 。 我 们 知道 ,一 个 无 穷 集 不 
与 任何 自然 数 等 势 ， 因 此 自然 数 就 不 能 判断 无 穷 华 元 素 的 多 
少 。 同 时 ,两 序 集 相似 首先 楼 等 势 ,因此 任何 自然 数 » 的 元 素 
也 不 能 给 一 个 无 穷 良 序 集 的 元 素 编号 。 在 本 章 ， 我 们 将 把 自 
热 数 的 概念 推广 ,使 推广 了 的 概念 对 无 闪 集 也 能 起 到 上 述 方 
曾 1) 的 作用 ,或 使 推广 了 的 概念 对 无 穷 的 良 序 集 四 也 能 起 到 
方面 2) 的 作用 。 在 方面 1) 的 推广 就 是 后 面 引 人 的 基 数 概 念 ， 
在 方面 2) 的 推广 就 是 后 面 引 人 的 序数 概念 。 从 玫 面 上 上 看 , 基 
数 概念 似乎 比较 简单 ,但 是 ,直接 定 义 基 数 反 而 困难 ， 而 序数 
概念 却 可 以 简单 地 被 定义 (看 下 节 )。 因此， 在 本 章 我 们 先 定 
义 序 数 , 然 后 利用 序数 定义 基数 ， 


2 序 数 
先 硒 两 个 具体 例子 : 按 有 理 数 集 @ 的 本 米 顺 序 , 序 集 


总 对 于 无 穷 序 集 ;我 们 只 考虑 良 序 的 
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1 
4 


se ol, B= AU{1} 


{看 9.1 和 2, 图 26) 都 是 无 穷 的 良 序 集 ,它们 的 元 素 不 能 用 任何 
脸 然 数 的 元 隶 编 完 。 不 难看 出 ,4 二 wm 不妨 用 的 元 索 { 一 


切 自 然 数 ) 给 4 的 元 素 编 号 : 第 0 项 为 0, 第 1 项 为 过 ， 第 2 
项 为 ， i 。 间 样 ，B 之 w+。 不妨 用 wt 的 元 素 给 8 的 元 
素 编号 : 第 0 项 为 0, 第 1 项 为 过， 第 2 项 为 过， ee ， 第 


项 为 1。 这 样 ,不 妨 殷 良 序 集 。 和 wt 看 成 "大 于 "一 切 自然 
数 的 “ 数 "。 与 吕 或 wt 相似 的 良 序 集 可 分 别 看 成 是 与 w 或 ol 
是 周一 “类 型 "的 。 这样。 同 自然 数 可 以 作为 判断 有 限 尺 序 集 
的 "类 型 ”的 标准 一 样 ，w 与 w+ 这 两 个 “ 数 "不 妨 作 为 另外 两 
种 非 有 限 的 良 序 集 的 “类 型 "的 标准 。 我 们 的 任务 就 是 定义 整 
个 一 类 这 样 的 "标准 ”. 

更 确切 地 说 ,我 们 的 任务 是 定义 一 类 六 序 集 ( 把 它们 hu 做 
序数 ), 符 合 以 下 要 求 : 

1) 作为 自然 数 的 推广 ,这 一 类 应 包 合 每 个 自然 数 . 

2) 作为 所 有 的 良 序 集 的 “类 型 "的 标准 ,对 于 任 给 的 良 序 
集 ， 在 这 一 类 中 应 恰好 有 一 个 良 序 集 (序数 ) 与 之 祖 似 ， 

要 求 1) 是 容易 满足 的 。 只 要 把 一 切 自然 数 的 蘑 一 共同 
性 质 拿 来 作 定义 就 可 以 了 。 困难 在 于 要 求 2)。 我 们 以 下 采 
用 的 定义 是 由 von Neumann 苔 出 的 。 这 定义 未 但 满足 要 求 
1)， 而且 在 引入 一 个 新 的 公理 (5 4) 以 后 ， 还 能 满足 要 求 2) 
-$5, 定理 10), . 

【定义 】 一 个 次序 集 o 叫做 一 个 序数 ， 当 昌 仅 当 上 = 的 每 
二 无 起 总 是 在 a 中 的 前 眉 , 即 


rr 
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Ya 4), 


{参看 图 34)， 定 义 中 前 条 件 等 于 说 
Vx EmvE Ent < Er) 


Cr 


sa 中 小 于 x 的 一 切 元 素 组 成 的 ， 
Fa Y= 
六 | 
图 34 


[ 例 11 设 二 基 一 个 自然 数 , 则 按 本 来 的 顺序 ,= 是 有 限 
良 序 集 。 如 zeEnr。， 那么 zx 也 是 自然 数 (第 三 章 ,$2， 注 2)， 
于 是 * 是 由 小 于 它 的 一 切 自然 数组 成 的 集合 (第 三 章 ,$4， 
广 ): - 


多] 一 wz 

所 以 每 个 自然 数 # 是 序数 ， 可 见 序数 概念 确 是 自然 数 概念 的 
推广 。 

5 例 2] 自然数 集 wy 按 其 本 来 的 顺序 ,是 个 序数 ， 

这 样 , 除 有 限 的 序数 彼 然 数 外 ,我们 又 有 了 无 穷 的 序 
数 。 在 我 们 这 里 , w 是 个 数 ! 

一 个 无 穷 的 谭 数 又 if 做 超 限 序数 ， 以 下 是 另 一 个 超 限 序 
数 的 例子 。 

{ 例 3】 看 w+ 一 wUtw}。 在 色 中 仍 保持 原来 的 顺序 ， 
并 规定 每 个 自然 数 小 于 w，。 带 有 这 样 顺序 的 w+ 是 一 个 序数 
《看 图 35). 

[ 注 1] 不 难 验证 ,如 < 县 序 数 ， 上 县 按 例 3 的 规定 (以 a 


序数 w+ 一 wwU1wt 的 示意 图 
图 33 

会 oo) 确立 ef 中 的 顺序 , 则 or 还 是 序数 ， 例 如 ，ot er 人 t+， 
“…-， 帮 号 序数 ， 

我 们 知道 ， 任 何 自 然 数 # 的 后 继 者 n+ 还 是 自然 数 ( 第 三 
章 ,52, 定理 2)。 注 1 说 明 序 歼 保 留 了 自然 数 的 这 一 性 质 . 
以 下 的 定理 1-3 指 朋 序数 保留 届 然 数 的 其 他 其 些 性 质 。 

每 个 自然 数 # 也 0《 和 作为 有 限 良 序 集 ) 都 以 0 为 最 小 元 . 
对 于 一 般 序数 来 说 ,也 是 这 样 : 

【定理 1 对 于 任何 序数 上 过 0，0 是 o 的 最 小 元 ， 

证 按 定 义 、a 是 非 空 韶 序 集 。 设 吉 是 a 的 最 小 元 ， 则 
faxo) 一 和 一 0。 再 按 定义 ,x 一 sfxoy 一 0. 量 
自然 数 的 元 素 仍 是 自然 数 ( 第 二 章 , $2, 注 2)。 现 在 , 同 
样 有 : 

[定理 2] 序数 的 元 过 仍 是 序数 

证 设 x 是 序数 a 的 元 素 , 那 么 ，1) + 一 salx)。 作 为 良 
序 集 o 的 真 截 股 , xz 仍 是 息 序 集 .2) 对 于 任何 的 EEx 一 xcfe)， 
我 们 有 点 Ew。 于 是 去 一 re) 一 sf5)。 故 按 定 义 ，x 是 序 
数 ， EB 

例如 ， 序 数 中 的 元 束 是 自然 数 ， 它 们 是 有 限 序数 。 床 数 
e+ 的 元 素 是 一 切 自 然 数 和 om。 

两 个 等 势 的 自然 数 必 相等 (第 四 章 , $2, 引 理 2)}。 关 斑 
序数 ,有 关 俱 的 狂 牛 : 
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er 


证 设 a,8 是 相似 的 序数 ,并 设 了 是 从 5 到 上 的 相似 
映射。 只 要 证 明 f 是 a 上 的 蚀 等 映射 。 虽 证 明 对 于 任何 的 
TELs, 

I(x) = +D (1) 
就 可 以 了 用 程 限 刀 纳 法 ， 设 对 任何 x tg，* 前 面 的 -- 切 
# 都 满足 (1); 


VE € sax) {HE) — &), {2) 
求证 对 于 这 个 x,(1) 成 立 ， 事实 上 , 站 设 yef(x), 因 8 是 
序数 且 f(z) E86， 故 天 四 一 51) 从而 六 志 sj(x)。 因 
f 是 相似 映射 , 夏 广 (y) < sz。 于 是 由 (2) ,yy 一 了 f(y)) 一 
1 站 Cy) 之 x， 即 y& oolx) 一 *【《 因 = 是 序数 ]。 ii) 设 ye 
x 一 mez)y。 即 设 ?< sr。 由 了 的 相似 性 ,得 到 f(y) < (Cx), 
又 由 (2), 得 到 y 一 fy 之 jw). 可见 yera(fCe])) 一 大 s)， 
这 就 由 关于 x 的 归纳 假设 (2) 推 出 了 f(x) 一 *。 但 *eu 是 
任意 的 , 故 由 超 限 归纳 原理 ,对 于 性 何 的 veay (1) 成 立 。 重 

[ 注 21 如 良 序 集 4 同 序数 a 和 8 痢 相 似 ， 则 a 同 5 相 
似 ， 由 定理 3,& 一 6。 可 见 一 个 良 序 集 至 多 能 与 一 个 序数 相 
似 ， 这 就 解决 了 本 节 开 始 对 序数 概念 所 提要 求 2) 的 唯一 性 
部 分 。 


$3 序数 之 间 的 顺序 


序数 是 特殊 种 类 的 良 序 集 ， 因 此 ,要 想 考 虑 序数 的 比较 ， 


如 注意 ,0 是 每 个 序数 的 最 小 元 ; 束 藉 0) 呈 0， 可 网 等 式 1(#) 一 从 开关 
就 定 了 调子 的 . 
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还 应 回 到 一 般 良 序 集 ， 看 一 下 关于 它们 的 比较 我 们 已 经 有 了 
什么 结果 。 第 五 章 , 54， 定 到 6 叙述 的 良 序 集 的 可 较 原 理 指 
出 ,对 丁 和 任意 清 个 良 序 集 a,F， 以 个 三 种 情形 恰好 有 一 成 立 : 

i) a 相 仇 于 请 ; 

ia 相似 于 有 的 某 一 真 截 段 ; 

证 ) 相似 于 o 的 某 一 真 截 妇 ， 

如 果 &,8 曰 序数 , 球 么 ,由 上 节 的 定理 3, 情形 i) 等 价 于 

i) 一 有 
其 次 , 按 序 数 的 定义 ,序数 8 的 真 截 段 7 必 是 如 的 元 素 :7EB。 
按 上 节 定 加 2,Y 仍 是 序数 .再 按 上 节 定 理 3。 序 数 & 之 7 与 
as 一 Y 等 价 。 可 转 情 形 ii) 等 价 于 

Ya 是 8 的 真 截 段 , 即 we 8p. 
局 理 , 对 于 序数 o, 8 来 说 ,情形 这) 等 价 于 

iiy 8 是 a 的 真 截 段 , 即 8 Ea. 
”以下 看 情形 i 和 才 ) 的 男 外 的 等 价 形 式 ， 设 博 展 ii 
成 立 ， 此 时 显然 a 年， 田 一 方面 。 设 序数 a 宇 8。 此 了 时 情形 
让 ， 直 ”显然 都 不 成 立 , 故 情形 二 成立， 可 见 对 于 序数 a， 
8 来 说 ,情形 ii) 又 等 价 于 

二 ) ”ww 年 上 
辐 理 ,情形 iii) 又 等 价 王 

ji)” 好 年 c， 

总 结 以 上 ,我 们 得 到 ; 

【 引 理 1] 对 于 任何 两 个 序数 a, 8。 以 下 三 种 情形 恰好 
有 一 种 成 立 : 

1) «=— 8, 


ji) cep8。 卫 “是 有 的 真 若 段 , 即 a 挟 8; 
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证) 8 gy 即 8 荐 4 的 真 截 慨 , 即 8 全 % 
引 理 1 指明 了 序数 之 间 的 上 的 三 野性 ， 了 网 下 引 理 2 讲 的 
是 € 的 传递 性 ， 
[ 引 理 2】 每 个 序数 是 传递 集 (第 三 章 ， $ 2, 定义 ), 即 对 
于 和 伍 何 序数 &， 
VyYr(y ErArEr yEn). 
证 如 xeces, 则 = 一 zx。 如 y€Ex, BI y€E sR) 
于 吉 YE | 
现在 定义 序数 之 间 的 顺序 : 
{定义 】 对 于 两 个 序数 w, #8， 当 且 仅 当 wt8， 县。 是 
& 二 ,或 记 之 a 
应 该 指出 , 第 三 章 , $2 定义 的 自然 数 之 间 的 二 同 这 里 是 
一 至 的 。 此 外 ， 上 节 酌 3 及 注 1 中 关于 之 的 规定 同 这 定义 也 
是 一 致 的 。 
【 注 1】 由 定义 不 难看 出 ,对 于 序数 a, 8， 
“2<>ccAQ 
把 引 理 1 用 定义 中 的 记号 叙述 ,就 是 : 
【定理 49 (三 歧 竹 ) 对 于 任何 两 个 序数 a, 8, 以 下 三 种 
情形 恰好 有 一 种 成 立 : 
ui, < po, [i 
在 引 理 2 中 , x*，y 是 任意 的 . 当 *,，y 是 序数 时 也 不 例外 
(其 实 , 按 上 节 的 定理 2, 它们 也 只 能 是 序数 )， 于 是 ， 用 定义 
中 的 记号 来 叙述 ,3l 理 2 可 写成 ，} 


四 a6 们 指 a<P ye 一 月 
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定理 5 了 《传递 性 ) 设 a, 8, 了 7 是 序数 , 则 
AP Ya。 

在 前 面 ,我 们 用 sx) 记 x&w 丰 序数 a 中 的 前 外, 这 就 
是 说 ，slx) 是 a 中 一 切 二 ox 的 元 素 组 成 的 集合 ， 现 在 ， 
对 于 序数 *, 我 们 用 sx) 记 一 切 碾 的 序数 组 成 的 集合 : 

:tx) 一 {3y1y 是 序数 且 y < *}。 

我 们 把 stwx》 HH 做 序数 x 的 绝对 前 段 。 以 下 定理 给 出 一 个 序 . 
数 与 其 绝对 前 段 的 关系 ; 

【定理 6 任 一 序数 总 等 于 它 的 绝对 前 眉 , 即 ， 如 xz 是 
序数 ， 则 


Sx) = +, 

证 设 y€ stx)， 则 按 绝对 前 段 的 定义 ，» 是 序数 且 
三 x*， 按 二 的 定义 ,得 到 ye x， 另 一 方面 ， 设 yeEx。 则 出 
上 节 定 型 2,Y 是 序数 ,于 是 7 < *， 改 y€ s(x). | 

定理 6 说 的 是 ， 每 个 序数 都 是 由 它 前 面 一 切 序数 组 成 的 
和 良 序 集 ( 看 图 35 并 参看 图 37)。 


序数 的 长 知 ， 
二 < 
图 356 
按 上 节 关 于 序数 的 定义 ， 每 个 序数 a 是 … 个 特殊 种 类 的 
良 序 集 , 它 本 来 有 自己 的 内 部 顺序 二 。， 在 本 节 ， 我们 定义 了 
序数 之 同 的 绝对 顺序 <。 现在 ， 定理 5 招 一 切 尖 来 的 顺序 
<。 都 统一 到 绝对 顺序 和 里 边 了 ， 事 实 上 , 设 a 是 序数 ， 且 
+& wm， 则 由 .上 节 的 定理 2，x* 也 是 序数 。 按 定 理 6 和 序数 的 
定义 ， 
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xr) = s(t), 
这 就 是 说 ,对 于 任何 的 y, x we， 
a 
这 样 : 今 后 就 不 必 区 分 二 ,与 二 ,ssl*)》 与 s(x)， 因 此 ,除非 
必要 , 均 可 把 下 标 a 省 略 了 ， 
同 自 然 数 一 样 (第 三 章 , 5 5, 引 理 ), 我 们 有 : 
t 注 2]〗 如 序数 <8, 则 at 二 6. 
请 读者 自己 证 明 ( 习 题 六 ，1)， 
由 注 2 不 难 推出 ,在 序数 。 与 其 后 继 者 a+ ( 按 $2, 注 1， 
et 仍 基 序数 ) 之 闻 不 存在 男 外 的 序数 . 
由 上 节 的 定理 1 和 本 节 的 定理 6, 0 是 最 小 的 序数 . 现 
在 :0 与 全 一 上 之 疗 没 有 另外 的 序数 ， 可 见 紧 眼 在 0 的 后 面 


的 序数 是 1， 同 样 ， 紧 跟 在 1 的 后 面 的 序数 是 2,……。 最 小 
的 超 限 序数 是 w。 紧 眼 在 ww 后面 的 序数 是 w+。 紧 眼 在 w+ 后 
面 的 序数 是 of (参看 图 37)， 

Br 


1 内 名 二 办 


及 有限 序数 到 开头 儿 个 组 限 序数 的 示意 图 
图 37 

到 此 为 止 ,我 们 已 经 看 到 序数 保留 了 自然 数 的 很 多 福 质 ， 
这 说 明 我 们 所 做 的 从 自然 数 到 序数 这 一 推广 是 卓有成效 的 。 
当然 ,一般 序 数 并 不 能 保留 自然 数 的 所 有 性 质 。 一 个 重要 的 
差异 是 : 每 个 非 零 自 然 数 都 有 先行 者 (第 三 章 ,$ 2, 定理 4)， 
和 而 一 般 的 非 零 序数 就 不 一 定 有 有 先行者。 例如，w 就 没有 先行 
者 ,就 是 说 ,不 存在 序数 8, 使 8 一 o。 


二 序数 之 间 的 顺序 区 


【定义 】 汕 有 先行 洛 的 闪 千 序数 中 极 忠 序数 即 。 对 了 上 


世 Te. 


例如 名 就 是 一个 极限 序数 ， 自然 数 都 不 是 极限 序数 。 

由 上 面 的 定理 4, 5, 我 们 知道 序数 之 间 的 顺序 过 具有 三 
上 奔 狂 和 传递 狂 ， 那么 能 和 理 说 一 切 序 数 违 同 它们 之 亲 的 顺序 组 

成 一 个 全 序 集 电 ? 这 是 不 可 以 的 。 因 为 ,一 切 序 数 本 “ 窑 " 了， 

形成 不 了 集合 (看 下 面 定 理 9)， 不过， 不妨 谈论 由 某 些 序数 
组 成 的 集合 。 这样 的 集合 不 但 是 全 序 集 ,而 且 是 良 序 集 ， 

【定理 7] _ 没 44 基 由 序数 组 成 的 集合 ， 则 (4 所 ) 是 良 序 
集 . 


ee 


证 设 ECA4 有 旦 Ez WB. 取 oaeE， 可 0 是 EF 的 最 小 
范 ; 虽 定理 的 结论 已 成 立 。 如 果 不 是 这 样 ,可 取 6€ EE, 使 Pp 一 
owP 则 Bea 可见 w 门 下 天 人， 因 序 数 a 是 应 序 集 , 故 其 非 空 
子 集 = 门 五 有 最 小 元 Y。 我们 证 有 明 , 7 也 是 五 的 最 小 元 ， 事 实 
上 :如 果 不 然 , 则 存在 5€ E。 使 85<y， 即 BEy， 但 ka 
故 由 引 理 2 关于 & 的 传递 性 , 得 到 856m， 于 是 85€ 4 站 EE， 这 
就 同 7 是 gE 的 最 小 元 矛盾 ， 站 

【推论 ] 设 4 蚌 由 序数 组 成 的 集合 , 划 岂 (4) 仍 是 序数 ， 

证 设 4 一 U{A)， 由 于 序数 的 元 未 仍 是 序数 ($2, 定 
理 2), 故 4 仍 是 以 序数 为 元 素 的 储 合 。 由 定理 7, 知 4 是 良 
序 集 。 为 了 证 实 4 是 序数 ， 只 要 雪人 证明 对 于 任何 的 rzE1， 
at 于 * 就 可 以 了 ,事实 上 ,由 + E14 知 * 属 干 4 中 某 一 序 
数 a。 因 a 是 4 二 UC4) 的 一 个 截 役 ; 故 (x) 一 slx)， 所 
以 二 一 sofr) = nx), 遇 

设 给 定 由 序数 组 成 的 一 个 集合 4， 当 且 仅 当 存 在 一 个 序 


185 第 六 章 序数 与 基数 


数 1。 使 对 于 任何 的 ee 4， 都 有 os 扫 1 就 说 4 是 集 合 4 的 
一 个 上 界 . 当 且 仅 当 是 4 的 上 界 , 且 不 存在 比 它 小 的 上 界 ， 
就 说 4 曰 4 的 上 确 界 ,或 最 小 上 界 。 关 于 下 界 和 下 确 界 (或 最 
太 下 界 ? 有 类 似 的 定义 。 要 注意 这 里 的 序数 集合 的 上 界 ( 下 
界 ) 是 在 绝对 意义 下 说 的 , 同 第 五 章 , $5 不同， 在 大里, 一 个 
序 集 4CX 的 上 界 ( 下 界 ) 只 起 在 序 集 X 的 里 面 考 虑 ， 例 如 ， 
一 切 候 数 和 的 集合 w.， 如 果 在 安然 数 集 w 里 面 尖 谍 , 它 是 没有 
上 和 界 的 但 在 绝对 次 六 下 考虑 序数 w, m+ 等 等 前 是 a 的 
上 异 , 其 中 是 上 确 界 (参看 图 37)， 一 般 ,我们 有 : 

【定理 8] ”人 和 伍 何 由 序数 级 成 的 集合 必 有 上 界 ， 

证 设 4 是 序数 组 成 的 集合 。 对 4 求 并 , 设 2 一 U(4), 
由 定理 7 的 推论 ， 知 4 仍 是 序数 。 以 下 证 明和 是 4 的 一 个 上 
界 。 事实 上 ,对 于 任何 的 we 4, eCa4i， 故 由 注 1i,o 扎 4. 年 

不 难 继续 证 明 这 桩 得 到 的 + 还 是 4 的 上 确 春 ， 请 读者 自 
己 考 虑 (习题 六 , 3)。 
作为 本 节 最 后 一 个 问题 。 我 们 证 明 有 关 序 数 的 一 个 重要 


性 质 : | 
【定理 9】 不 存在 一 切 序数 的 集合 ， ' 
证 用 反 证 法 ， 假 定 4 是 一 切 序 数 的 集合 , 则 由 定理 8， 

存在 序数 4, 使 对 于 任何 的 ae 4, a 所 4 这样, 4+ ( 按 $2， 

注 ly 让 仍 是 序数 ) 就 严格 太 于 4 的 每 一 苑 素 ， 从 而 入 所 A. 

这 就 同 4 基 一 切 序 烙 的 人 乐 合 矛 盾 . 有 
可 风 如 果 承 让 一 切 序 数组 成 集合， 就 会 引出 谤 沦 。 这 详 

论 透 常 贡 做 Burali-Forti 这 论 包 

图 其 卖 ,这 详 论 最 时 由 G. Ganter 在 1995 年 发 现 ; 其 后 由 CSurali_Eort 
《这 是 一 个 人 > 让 是 两 个 人 ) 秆 新 发 现 , 并 在 1897 发 表 ， 
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$4 替换 公理 


设 给 定 集合 4， 并 给 定 售 xy 的 公式 p{x, 7)， 其 中 关 
于 ze 4,，y 满 是 单 值 条 件 : 
Va EE AVy Vp Pr TAP 《1) 
这 就 是 说 ,对 于 每 个 x € 4， 满 足 公式 p(x, y) 的 了 至 多 有 
一 个 这样， 能 不 能 说 满足 p(x. y) 的 序 偶 (x, y)， 其 中 
*< 4， 形成 一 个 函数 呢 ? 我 们 知道 , 一 个 函数 首先 是 序 偶 组 
成 的 一 个 集合 ， 当 然 , 工 述 那 些 序 侦 {x,y) 的 条 件 
rE ANMmlr, y) (2) 
是 清楚 的 。 但 我 们 找 不 到 它们 的 包容 集 。 溃 实 上 ， 辐 然 第 一 
化 标 x 是 在 4 的 里 醒 ， 但 第 二 坐标 能够 跑 到 哪里 就 不 知道 
了 。 所 以 , 用 于 集 公理 证 明 满 足 条 件 (2) 的 (x, y》) 形成 集合 
是 不 行 的 。 鞭 他 公理 也 充 济 于 事 。 这 就 需要 一 个 新 的 公理 来 
保证 满足 条 件 {?) 的 {x,y) 形成 一 个 函数 。 这 样 的 承认 也 很 
自然 。 如 上 记述 ,一 个 * 至 多 有 一 个 3 与 之 对 应 ,可 以 想象 诸 
”不 会 比 诸 * 更 “多 ”, 了 既然 诸 * 部 在 4 的 里 面 , 诺 Y 了 世 就 应 该 
是 有 范围 的 也。 


名 这 不 过 是 直观 的 解释 。 希 望 读 者 不 要 受 亲 字面 上 的 了 可 者 当 我 们 说 基 几 
事物 不 比 另 一 此 事物 "多 ”时 ， 实 际 指 的 屁 一 个 报 仿 受制 于 另 一 点 食 。 所 
现在 并 不 知道 诸 ? 形成 全 全 
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异 构 公理 @ 
| 设 给 定 集合 4， 并 给 定 不 含 了 及 8 的 公式 中 (*， 
)， 满足 )， 满 足 条 件 
ER 
上 
则 存在 一 个 次 数 

Bles lee Ah ers ls. 
从 而 看 在 一 个 集合 


Bran(F) — Aylax € Ap(x, 7)}. 


应 用 替换 公理 时 ,通常 不 直接 引用 函数 了 的 存在 性 ,和 而 是 
引用 集合 B 的 存在 性 ， 用 通俗 的 话说 ,后 一 事实 指 的 是 ,通过 
符合 条 件 (1) 的 公式 Ptr+, ?7)， 由 每 个 +& 4 至 多 得 到 一 个 
Y 一 F(x)， 用 得 到 的 禁 换 原来 的 +, 就 得 到 集合 B， 

”在 设立 兰 换 公理 以 后 ， 猴 前 设立 的 某 些 公理 就 不 成 可 以 
证 肯 的 了 ， 请 看 以 下 两 例 ; : 

[ 例 1] 利用 空 全 公理 ， 短 集 公理 和 赫 换 公理 证 明 倘 集 
公理 。 

事实 上 , 按 空 集 公 理 和 短 集 公 埋 , 空 集 包 和 特集 . 力 ( 台 )， 
( 现 ( 贡 力 是 存在 的 ， 贡 和 .到 ( 贡 ) 是 于 (到 ( 贡 )) 的 元 束 ， 
而 且 不 难 证 朋 , 到 (到 (有 )) 的 元 素 只 能 是 儿 或 更 ( 个 ) ,这 
两 个 元 素 是 不 相同 的 ，%$ 基 喝 ( 另 )。 对 于 任 给 的 集合 a ,bs 
在 替换 公理 中 , 取 4 一 更 (到 (人 东 访 并 取 plx, 7) 为 

(一 甸 和 7 一 g]JVIz 一 呈 ( 攻 ) 人 一直。 
对 于 每 个 *E .到 (到 ( 攻 )) 即 一 艺 或 * 一 哎 ( 攻 )) 只 能 


切 同 于 保 公 亚 一 样 ; 接 产 格 意义 ， 赫 换 公 理 不 是 一 条 公理 对 于 每 个 公式 
Htkxy 0 有 一 荣 茜 欣 公 理 。， 这 租 列 出 的 是 形 数 多 条 公理 的 概括 . 


y2), 
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有 唯一 的 yt 或 上 满足 ptx, ,于 是 按 赫 换 公 理 ， 存 在 
集合 了 一 {7y|y 一 oYVy 一 21}， 按 定义 ,8 就 是 侦 信 lo,5}. 有 
【全 2] 利用 替换 公理 证 明子 集 公 埋 . 
事实 上 , 设 给 定 集合 4, 并 设 Ctx) 是 不 含 B 的 条 件 。 联 
公式 Ptx， y) 流 


Cr)Ay = x, 
对 于 每 个 x € 4， 芍 多 有 一 个 > 渡 足 px， 7)( 当 CCw) 成 立 
时 , y 一 x)， 按 赫 换 公理 ,存在 集合 8, 使 
VYy(y€ BIrtre AMCIAy = xr)). 
这 等 价 于 ,存在 集合 BB, 使 
Vy(yE BS<>YE ANCY)), 

这 就 证 明了 字 集 公理 . | 

关于 公理 的 小 结 

到 目前 为 止 ,我 们 已 经 陆续 列 出 了 九 个 公理 ; 

和 外延 公理 (第 一 章 , $2)， 空 集 公理 (第 一 间 , $2), 

于 集 公理 (第 一 章 , $ 4)， 侦 集 公理 {第 一 章 , 5 5), 
并 集 公理 (第 一 章 , $6)， 军 集 公理 (第 一 意 , $9)， 
无 券 公理 (第 三 章 , $2)， 尘 样 公 埋 (第 四 章 , 5 4)。 
替换 公理 (本 节 )。 
在 本 书 ,我 们 只 列 出 这 九条 公 珠 钙 作 为 推理 的 出 发 点 . 当 
然 ; 这 九条 公 坚 并 不 完 爹 独立 ,上 徊 已 经 利用 别 的 公理 证 明了 
偶 集 公理 和 子 集 公理 。 除 这 九条 公 埋 外 ， 多 数 集 合 论 教 材 还 
增 列 一 条 正则 公理 ， 

设 给 定 集合 4 取 名 ， 则 存在 4 的 成 员 + 使 x+ 门 4 一 允 ， 


中 共 中 子 集 公 于 和 堆 换 公理 实际 都 县 光 穷 多 条 公 王 的 括 括 ， 
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本 书 正文 不 使 用 这 条 公理 . 【作为 正则 公理 的 应 用 ,看 习 
题 六 , 13，14，15. ) 通常 把 以 上 十 条 公 旦 总 起 来 时 做 Zerme- 
lo-Fraeakel 公 幸 未 统 , 简 记 为 (ZF) 系统 国 。 


$5S 计数 原理 


在 $2 里, 我们 希望 我 们 定义 的 序数 是 这 样 一 类 标准 租 
序 集 : 。 册 序数 概念 是 自然 数 概 念 的 推广 ; 2) 每 一 个 良 序 集 
都 恰好 有 一 个 与 它 相 似 的 序数 .在 $2 的 例 1 中 ,我 们 看 到 变 
求 1) 是 被 满 是 的 ,每 一 个 月 然 数 都 是 序数 ， 在 $2 的 注 2 中 ， 
要 求 2) 中 序数 的 玲 一 竹 的 问题 也 解决 了 ， 在 引 人 和 人 替换 公理 
之 后 ,我 们 将 在 本 节 解 决 瑟 求 2) 中 序数 的 存在 性 问题 . 

设 给 定 展 序 集 生 ， 我 们 要 证 明 存 在 一 个 序数 ,与 和 相似. 
证 明 的 思路 如 下 : 直接 找到 与 相似 的 序数 是 困难 的 ， 我 们 
先 不 管 有 没有 序数 与 整个 相似 ， 而 看 它 的 能 与 序数 相似 的 
截 毁 。 例 如 和 的 截 良 儿 与 序数 0 相似 , 非 空 了 的 截 段 {x}, 其 
中 二 是 最 小 元 ,与 序数 工 相 似 。 用 Y 记 三 的 能 与 序数 户 相 执 
的 截 眉 {图 38)， 把 这 样 一 切 的 Y 并 起 来 , 我 们 期 望 并 集 就 是 
区 个 立 ， 把 相应 的 序数 也 并 起 米 ， 得 到 一 个 序数 @ 我 们 
期 望 玉 与 序数 a 相位 . 

【定理 10】 (计数 原理 ) 对 于 任何 民 序 集 , 存 在 唯一 序数 
与 之 相似 ， 

证 玲 一 性 已 证 ， 以 下 证 朋 看 在 性 . 设 和 是 良 序 集 ， 朋 
妈 记 由 天 的 一 切 截 段 组 成 的 集合 ， 惕 gp(Y, 8) 是 由 


节 由 于 包括 了 有 争议 的 选择 公 旺 ,有 时 也 记 为 《ZRFC) 系统 此 中 口 代 表 选 
揉 公理 
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“了 Y 与 其 一 序数 中 相似 ” 
所 氢 述 的 公式 。 由 2。 注 2, 对 于 每 个 YE 4， 至 多 有 一 个 
8 使 By) 成 立 。 央 此, 按 规 换 公理 。 存 在 集合 


写 序 蝇 居 


一 人 人、 
3 让 数 的 长 于 


图 38 


B=— {BI3Y € Ap(Y, BP)}, 
就 是 说 ，B 是 一 切 能 与 xX 的 截 自 相似 的 序数 的 棠 合 ， 另 一 方 
面 , 记 镀 己 4 为 一 切 能 与 序数 相似 的 式 的 截 庙 的 集合 ， 
Wo {YeéAlp(lY,8))}. 
对 8 及 久 分 别 求 并 , 记 
oUt(BD, M -UC(W). 
由 53, 定理 7 的 推 沦 ,a 是 序数 ,以 下 分 两 步 证 明 XX 之 &， 


1) M 守 &. 为 了 证 明 , 我 们 将 构造 一 个 从 庆 到 4 上 的 相 
侧 陕 射 f 如 下 : 对 于 每 个 xE M ,+ 必 属 于 某 个 YE W。 设 
8 € 8 是 与 Y 相似 的 序数 ,并 用 凤 记 从 Y 到 上 的 相似 映射 ， 
规定 


| = fytw), 
他 如 果 疫 有 营 换 公理 ,就 不 能 保证 召 是 个 梁 合 ,他 识 无 从 对 它 求 并 了 | 参看 
第 一 章 ， $6 甘于 并 荣 的 定义 ， 
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这 样 定义 的 了 与 了 的 选择 无 关 ， 事 实 上 : 设 *EY 且 weEeya， 
由 于 Y,，Y: 都 是 X 的 截 段 ,其 中 之 一 必 是 男 一 个 的 截 谍 ， 在 
较 小 的 截 段 中 引用 两 良 序 集 阅 的 相似 英 射 的 唯一 性 (第 五 章 ， 
$ 4， 定理 5)。 我 们 有 办 Cs) 一 fy,(x}， 这 样 宝 义 的 天 M 一 
是 相似 映射 。 事 实 上 ，, 对 于 xi x € i 六 必 同 属于 某 一 
YEW, 加) a) Bf Hs), 
可 见 7 严 格 递 增 ， 其 次 ，tanf 有 站 一 = 是 显然 的 。 

2) M 一 和 首先 ，M 型 然 是 X 的 截 展 。 上 只要 证 上 明 邓 不 
是 区 的 真 截 段 就 可 以 了 。 事 实 上 ， 如 果林 是 xX 的 真 截 朗 。 则 
存在 EEX, 使 M 一 sxt5)。 于 是 MUIS 二 or。 这 样 ， 
MU} 一 5x() 仍 是 区 的 截 段 且 与 序数 w+ 相似 ， 从 而 属于 
玉 , 这 就 同 MH 是 所 中 最 大 截 眉 相处 盾 . | 

计数 原理 终于 和 解决 了 本 节 并 始 对 序数 所 提 的 要 求 2). 
初 括 地 说 ,序数 是 一 类 标准 的 良 序 集 , 0 是 最 小 的 序数 ， 每 个 
序数 由 小 于 它 的 一 切 序 数组 成 ;对 于 任何 良 序 集 , 有 唯一 的 序 
数 与 之 相似， | 

我 们 把 与 良 序 集 和 相似 的 唯一 序数 = Hy 做 区 的 序数 ， 记 


作 

& = ord 《三 ) 加 
当 X 有 限时 ,XX 的 序数 ord {X) 与 其 元素 个 数 太 (XX) ( 带 有 ww 
中 的 顾 序 ) 重合 ， 又 如 ， 按 有 理 数 集 的 本 来 的 顺序 ， 良 序 集 


1 
ww 二 1i 


4 一 全 一 = oj 的 序数 是 o， 良 序 集 4U{1} 的 序 


名 ord 是 英文 ordinal 的 编写 ， 


4 选择 公理 的 另 一 等 价 旬 是 圭 


数 是 ot, 良 序 集 4U ll, 过} 的 序数 是 or+。 


$ 6* 选择 公理 的 另 一 等 价 命题 


在 第 五 章 。$ 3, 我 们 曾 证 明了 无 序 集 的 可 较 原 理 , 它 主要 
说 的 是 。 对 于 任何 两 个 集合 4, 8, 情形 4<B。B<4 至少 
有 二 成文， 当时 这 个 原理 是 用 良 序 化 原理 证 明 的 ， 现 在 ,在 
设立 蔡 换 公 理 之 后 ， 我 们 将 用 无 序 集 的 可 较 原 理 证 明 良 序 化 
原理 ， 下 面 ,我 们 暂 不 俱 定 选择 公理 成 立 , 即 不 假定 与 之 等 价 


的 良 序 化 原理 成 立 ， 


2 


不 受制 于 4, 即 a<4 4 不成 六 

证 看 4 的 一 切 能 赋予 良 序 筷 ; 的 子 集 8,( 并 未 假定 4 
的 一 雪子 集 一 一 特别 是 4 本 身 一 一 能 良 序 化 ! ) 我 们 先 证 明 
一 切 这 样 的 良 序 集 (8, 专 g) (看 成 序 偶 ) 组 成 一 个 集合 。 事 
实 上 ，8B & P(A4), 而 关系 所 是 由 某 些 序 偶 (x,y)jEBX8 
组 成 的 集合 ， 故 和 是 BX 8B 从 而 是 4 X 4 的 于 集 ， 即 
jE BIA X A)， 可 见 序 个 (B, Ea) EE HAY X FPAXK 
并 )， 于 是 按 子 集 公 理 ， 

HW = {1(B,<s)| BCANS 是 万 的 良 序 } 
是 一 个 集合 。 按 计数 原理 {$ 5, 定理 10)， 每 一 个 良 序 集 (8， 
所 #) 有 唯一 的 序数 8 与 之 相似 ， 在 赫 换 公理 中 ， 最 p(t(B， 
三 8) 站] 为 


BB, 5) 二 序数 后 
所 手 述 的 公式 , 就 得 到 由 这 样 的 序数 8 葵 挽 原来 的 (8B, < 坊 g) 
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面 得 刘 的 集合 
M — {8I3(B, < EW((B, Sa) 6P)}. 
既然 M 是 由 序数 组 成 的 集合 ， 上 故 由 $3， 定 理 9。 存 在 序数 
& EM。 似 下 证 明 cs 4 不 成 立 ， 事实 上 ,如 a4 成 立 ; 则 
na 与 4 的 某 一 子 集 8 等 势 ， 设 是 以 a 到 BB 上 的 双 身 。 可 以 
通过 上 了 把 = 的 和 良 序 传授 给 B; 对 于 7, 5 x， 规定 
7 Hef} Ls). 

这 样 ，。 专 s 就 是 8 的 一 个 良 序 ， 于 是 (8B, 志 s) 二 a 且 (8B， 
之 上 E 下， 这 就 推出 了 weéEM, 与 a&M 上 盾 . [ 

如 果 读 者 仔细 检查 ,就 会 发 现 . 以 上 证 明 中 引用 的 结果 都 
不 依赖 于 选择 公理 (当然 同样 不 依赖 于 良 序 化 原理 )。 不 过 ， 
在 证 是 中 引用 了 替换 公理 和 利用 它 推出 的 计数 原理 。 

直面, 我 们 假定 无 序 集 的 可 较 原 理 成 立 。 在 此 假定 下 ,我 
们 证 明 良 序 北 原理 . 

性 给 一 个 集合 4， 由 引 理 ,存在 一 个 序数 a, 使 a < 4 不 
成 立 。 按 无 序 华 的 可 较 原理 ,4 a 必 有 成立 ,由 4 与 6 的 某 一 
子 集 计 等 势 。 M 当然 还 是 展 序 的 。 设 1 是 从 诗 到 4 上 的 双 
射 。 那么 , 像 引 理 证 明 的 末尾 一 样 。 可 以 通过 f 反 MM 的 良 序 
传授 给 4, 得 到 和 4 的 良 序 所 4。 这 就 证 明了 良 序 化 原理 . [| 

过 去 利用 良 序 化 原理 证 胡 了 无 序 集 的 可 较 原 理 { 第 五 音 ， 
$5, 定理 8 的 证 朋 }), 现 在 又 各 用 后 者 证 明了 前 者 。 可见 二 者 
等 价 ， 在 第 五 章 ,$ 8, 我 们 曾经 得 出 沾 论 : 选择 公理 ,和 良 序 化 
愿 阳 和 Zorn _ 引 理 是 三 个 两 两 等 价 的 命题 ， 这 是 在 引 人 蔡 换 
公理 以 前 得 出 的 结论 。 现 在 ,在 引 人 检 换 公 理 以 后 ,我 们 可 以 
得 出 进一步 的 结论 ,在 除去 选择 公理 但 包含 莹 换 公 至 的 (ZF) 
公理 系统 里 ， 不 序 来 可 贸 原理 同 以 上 三 个 命题 也 是 互相 等 价 


87 ”序数 的 和 与 积 195 


$7 序数 的 和 与 积 


在 第 三 章 , $7。 我 们 曾 北 扒 式 地 定义 了 自然 数 的 加 法 和 
”乘法 ， 现 在 ,我 们 换 一 个 角度 米 考察 这 两 个 运算 , 先 看 自然 数 
的 加 法 ,例如 ,看 自然 数 2 与 3 的 和 。 这 里 ,作为 在 限 良 序 集 。 
2 一 {0, 1}, 3 一 {0, 1, 2}. 我 们 希望 用 求 并 的 方法 确定 2 十 3. 
但 2U3 一 3。 所 以 ， 需 要 在 求 并 以 前 对 2 的 元 素 和 3 的 元 素 
进行 区 别 。 看 由 序 偶 组 成 的 良 序 集 : 

2={(0, 0), (1,0)7, 3=—{(0,1), (1。1)。(2。1)}。 
它们 互 不 相交 。 求 2 与 3 的 并 集 ,得 到 良 序 集 

2U3={(0, 0), C1, 0); (0, 1), (1,1), (2, 1)}, 
它 的 元 素 个 数 抬 好 等 于 5 一 40, 1, 2, 3, 4}. 以 下 沿 着 这 条 路 
来 定义 两 个 序数 的 和 , 

[定义 】 给 定 序数 «与 8, 记 _ 

一 (Cz, 0)|x€ Si 号 一 区 JS 人 


人 rr 


& 及 任何 的 ys < 8, 规定 
) (0 0D, 


re 


我 们 称 
To 二 6 
用 通俗 的 话说 ,定义 指 的 是 , 把 序数 a， 8 的 元 素 加 以 区 
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别 后 , 变 成 4, bf; 把 总 续 在 @ 的 后 面 , 并 且 在 2, 让 各 自 的 内 部 
保持 原 米 as 的 顺序 ， 这 祥 得 到 的 民 序 集 C, 它 的 序数 >( 按 
计数 原理 ,7 唯一 确定 ) 叫 做 oa 十 8。 
注意 到 在 定义 中 把 相应 于 训 的 用 续 在 相应 于 < 的 5 的 
面 , 可 以 预计 a 十 8 个 一 定 等 于 8 十 os。 例如 
ol= oa, = ww, 
关于 序数 a 8， 7， 不 难 验 证 以 下 算 律 : 
oT 0+a=e, 


= 


Tl 


ole.. 
(a 十 拉 填 7 一 8 十 侯 十 +) (结合 律 ) 

由 以 上 上 例子 可 知 ， 序 敬之 和 的 交换 律 不 一 般 成 立 。 

前 面 已 知 自然 数 ( 带 有 ww 中 的 序 ) 是 序数 的 特殊 情况 。 那 
么 ;现在 定义 的 加 法 在 ge 一 ww，8 一 n 部 是 向 然 数 时 ， 阿 第 
三 章 ,$7 定 尽 的 如 法 一 致 吗 ? ”只 要 验证 这 里 定义 的 加 法 满 
足 第 三 章 ，$ 7 关于 加 法 的 递 推定 义 就 可 以 了 ，。 按 以 上 算 律 ， 
天 十 0 一 4 其 次 ， 

形 十 外 一 拓 十 (十 一 [天 十 站 十 1 一 [mm 十 +。 
可 见 对 于 自然 数 来 说 , 这 里 定义 的 运算 十 就 是 第 三 章 , $7 的 
加 法 定义 中 的 唯一 运算 ， 

以 下 考虑 茧 积 ， 仍 从 自然 数 说 避 。 例 如 ， 和 看 自然 数 2 与 
3 的 积 。 作 为 有 限 良 序 集 , 2 二 40, 1}, 3 一 10,1, 2}。 按 照 以 
下 有 贿 序 写 出 它们 的 笛 卡 尔 积 : 
2X3 一 人 00)。(1 0) (0,1), (1, 1); (0, 2), (1, 2)}, 
它 的 元 素 个 数 怡 好 等 于 56. 以 下 是 一 般 的 序数 之 积 的 定义 外 ， 


鲜 与 定义 序数 之 稻 不 同 , 这 宁波 有 , 必 尼 对 末 项 陷 元 喜事 先 加 以 区 别 


乾 ” 兰 数 的 各 与 各 197 


[定义 】 给 定 序 数 a, 6， 记 _.C 二 a x 8， 并 如 下 定义 
C5 中 的 良 序 ， 对 于 任何 的 x，* 6 a 及 任何 的 yy 6。 规 


= 
- 可 


i) 人 SEED 


rr 


用 通俗 的 话说 ， 定 义 中 的 笛 卡尔 积 C 一 a X 8 中 的 序 
偶 tx, 蕊 之 问 的 顺序 是 如 下 规定 的 : 不管 第 一 坐标 x 如 何 ， 
只 要 第 二 坐标 ? 小 * 就 排 在 前 商 ; 当 第 二 坐标 > 查 同 。 就 把 第 
一 坐标 * 小 的 排 在 前 面 。 这 种 顺序 由 向 便 字 地 顺序 .例如 ,对 
于 2 与 w, 箔 卡尔 积 2Xw 的 元 素 是 如 下 排列 的 : 

C0,0), C1, 0); C0, 1), (1, 1); (0, 2), (1, 2); 
按 定 义 。 这 样 得 到 的 度 序 集 的 序数 就 是 2+w， 不 难 验证 这 个 
度 序 集 与 w 相似 ， 所 以 

2 wo 
男 一 方面 , 技 规定 ,wm x 2 的 元 索 是 如 下 排列 的 ; 
(0,0), (C1, 0), (2.0), *; (0, 1), C1,1), (2, 11) 

按 定义 ,这 个 展 序 集 的 序数 就 是 w. 2， 显 然 ， 这 良 序 集 不 能 
与 相似， 这 样 ，2-w 与 w: 2 尽管 等 势 (部 等 势 于 w), 但 
不 相似 , 放 2o 天 中 .2。 

关于 序数 a, 8, 7Y， 不 难 验 证 以 下 算 律 : 

Ts 


ta 
&8 二 人 二 < 8 十 < 7 ( 左 分 配 律 ) 


结合 律 ) 
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由 上 面 例子 可 知 ， 乘 法 交换 律 不 :一般 成 立 ， 这 从 乘积 是 用 不 
可 安 换 的 笛 卡 尔 积 来 定义 就 可 以 预料 得 到 的 。 同样 。 右 分 配 
律 8 二) Be 二 了 也 不 一 般 成 立 . 
而 以 上 算 律 .我们 有 a 0 一 0， 且 不 难 推 出 
站 一 十 es 
所 以 ， 现 在 定义 的 乘法 满足 第 三 章 ，4# 7 关于 乘法 的 递 推 定 
义 。 因 此 , 当 a, 是 自然 数 时 , 这 里 定义 的 运算 * 就 是 那里 
定义 的 唯一 运算 . 
以 下 诸 例 中 。o, #8,7Y 表 人 性 何 序数 ， 
鲍 1] ee 一 上 2. 
佛 实 上 , 按 左 分 配 律 ， 
站 l=-e:(l+1)=w: 2, Ii 
【他 23 PTOet7, 
”事实 上 , 设 8< >， 则 8 是 > 的 真 截 长 。， 记 
d= {{x, Olreéa)}, 下 一 ty，1)176B}， 
了 一 {ftsy 1I)lzeyl， 
则 站 是 了 的 真 截 段 ,从 而 UP 是 8U? 的 真 截 豚 ,上 故 
ord {GUA) < ord (aU 7), 
BRaeTrp<ietr, | 
值得 注意 的 是 ， 由 8 二 7 得 不 志 8 十 a 二 7 十 ma， 请 读 
者 举 出 反例 ， 
【 例 3] IMP Pia:Yy, 
事实 上 ,由 < 之 7 了 知 8 是 7 的 真 截 股 ,又 因 me 区 0， 故 
= X 六 钙 4 X 7. 以 下 证 朋 前 省 是 后 者 的 截 段 (从 市 是 真 截 段 )， 
事实 上 , 设 (x, Eaxp, (x sy)Eax7r, BH (Cx, y)< 
(xz，y)， 于 是 ，i 或 者 了 < 去 7y， 则 由 yE8 推出 yeE8， 从 
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而 (rs:y)eaeaxpBi(fi) 或 者 了 一 7 且 * 二 * 则 由 reEa 
推 耻 ee， 从 而 也 有 (x ,y)E€a XB. 可见 XP 是 ax 
7 的 真 截 眉 ，ord faXB) < ordfaxy), a: P<a:7. 
同 例 ?2 类 似 , 从 < 关 0AB<7 推 不 下 8 as7 ea 
作为 以 上 三 个 公式 的 具体 例子 ,我 们 有 ,ww 二 ww 一 ，2. 
对 于 任何 自然 数 # 中 十 站 二 可 十 四 一 0 :2,0+*8 芝 wr' ww, 
在 $3 的 注 2 的 后 面 , 我 们 剖 在 一 切 自然 数 的 后 面 , 陆 续 
列 出 用 个 起 限 序数 ， 现 在 继续 列 下 去 : 
0 1s 2... tw 二 1m 十 2...:， 
上 td 十 1:， oa 十 2 


wm wr wo rw 二 ll om: wT 2 

这 样 列 下 去 ,可 以 列 得 很 远 ， 不 过 村 知道 ,如 果 内 是 在 w 与 自 
然 数 之 闻 进 行 有 限 多 次 加 法 和 乘法 ,得 到 的 序数 总 是 可 数 的 . 

不 可 数 的 序数 是 存在 的 。 例如, 按 良 序 化 原理 ,赋予 连续 
碗 人 9,1) 以 良 序 ,得 到 的 良 序 集 必 有 一 个 序数 (计数 原理 )。 这 
个 序数 就 是 不 可 数 的 。 用 _w， 记 最 小 的 不 可 数 序数 ， 就 是 
说 ， 不 可 数 而 比 它 小 的 任何 序数 都 可 数 ， 这 样 , 在 一 加 可 
数 序 数 的 后 面 久 可 以 继续 询 下 去 ; 

wy 二 1 Dy Op 
这 样 下 去 ,又 可 得 到 许多 与 w， 等 势 的 序数 .再 往 后 ,我 们 知 
道 , 存 在 集合 (例如 铬 (oj)， 使 wm， 严格 受制 于 这 集合 ,从 而 
存在 序数 ， 使 m 严格 受制 于 这 序数 。 设 w; 是 这 样 的 序数 中 
最 小 的 一 个 ， 我 们 又 可 得 到 一 段 与 o; 等 势 的 序数 。 以 此 类 


@@ 设 c 是 一 个 不 可 数 序 数 ,看 序数 的 集合 4818 是 不 可 和 序数 且 Be}。 
按 $33 定理 7， 这 非 空 集合 是 良 序 的 ， 滩 w， 是 它 的 最 小 元 ， 
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推 . 这 样 ,读者 似 可 得 到 关于 序数 长 柯 " 的 , 虽 不 完整 , 但 总 
算 比 较 其 体 的 印象 。 


$8 基 数 


种 案 地 说 。 所 亩 基数 指 的 是 集合 元 素 多 少 的 标准 。 正 如 
$1 所 说 自然 数 的 第 1) 方面 的 作用 一 样 。 在 这 样 的 理解 下 ， 
基数 问题 实际 已 在 第 四 章 就 接触 到 了 。 两 个 集合 等 势 可 被 看 
成 具有 “同样 多 ”的 元 素 ， 一 个 集合 严格 受制 于 男 一 集合 可 被 
看 成 前 者 的 元 素 “ 少 于 "后 者 这样， 基数 作为 集合 元 素 多 少 
的 标准 ， 有 的 提 潜 是 “ 当 且 权 当 两 集合 等 势 ( 即 它们 之 阅 存 在 
疏 射 ) 时 ,说 它们 有 相同 的 势 ; 势 也 叫做 基数 ”"， 但 这 并 未 指明 
“ 势 "C 基数”) 本 身 到底 是 什么 ， 另 一 种 提 法 是 “与 4 等 势 的 
一 切 集合 的 共同 性 质 叫 做 4 的 基数 ”".。 但 “区 同姓 质 * 这 一 词 
太 含 类 了。 在 集合 论 里 ,我 们 考虑 的 实体 只 有 集合 。" 共 同姓 
质 " 是 怎样 一 个 集合 昵 ? 一 种 很 自然 的 提 法 是 “与 4 等 势 的 一 
切 集 合 组 成 的 集合 [4] 叫做 妈 的 基数 "。 可 异 的 是 ， 对 于 
性 天 全 ,， [4A] 太 大 了 ,不 能 是 一 个 集合 ， 事 实 上 ,如 与 4 关 名 
等 势 的 一 切 集合 形成 集合 [A]。 取 ae 4, 那么 ,对 于 任何 的 
集合 2, 构造 集合 “ 


B, = {2 当 be A, 

， (4 一 {fe 站 UL ， 当 bE A, 
: 则 Be A, 并 Bcld。 委 fd 作 所 容 集 由 子 集 公理 ， 
知 一 切 Bs 组 成 集合 M， 从 而 U(M) 是 集合 . 但 后 次 包含 

任 一 集合 上, 这 是 不 可 能 的 (第 一 章 ,$ 4, 定理 2。 
我 们 准备 利用 序数 定义 基数 ， 在 上 节 未 尾 ， 我 们 依次 列 
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出 一 系列 的 序数 ， 其 中 是 壕 小 起眼 序数 ,wm 是 最 小 不 可 数 
序数 ，w 是 使 w,<wm 的 最 小 序数 ， 在 序数 的 长 河 里 , 每 个 
有 限 序 数 一 一 自然 数 只 与 自己 等 势 ;% 与 在 其 后 且 在 oo 之 前 
的 一 切 序 数 等 势 ; ww 与 在 其 后 县 年 w 之 前 的 一 切 序 数 等 
势 ,以 此 羔 推 。 这 样 , 不 妨 把 依次 排列 的 序 狼 划分 成 “等 势 段 ” 
(参看 图 39). 任何 一 个 无 序 华 4 当 它 按 良 序 化 原理 良 序 化 以 
后 , 它 就 按 计 数 原 理 有 了 一 个 序数 。 这 序数 总 要 在 业 一 “等 势 
眉 " 里 ,这样 ，4 就 与 这 段 的 每 个 序数 等 圾 。 看 米 ， 从 每 一 
“等 势 段 ”推选 一 个 代表 一 一 显然 用 最 小 数 作 代表 是 最 方便 的 
一 一 用 它们 作为 衡 明 集合 元 素 多 少 的 标准 一 基数 ~ 一 就 是 
很 自然 的 了 。 


老人 入 当 娩 数组 和 曙 负 等 势 段 双 失 等 插 攻 
成 一 个 等 势 妇 
人 


序数 的 长 河 补 划分 为 等 势 队 
图 39 


以 下 是 正式 的 定义 : 
序数 pa gz<p 站 

例如 ， 每 个 自然 数 是 基数 ，m 也 是 基数 。 这 是 容易 验证 
的 。 凡 是 无 穷 的 基数 叫 超 限 基数 ， 例 如 中 就 是 一 个 超 限 基 
数 。 注 意 , o 还 是 极限 序数 (看 $3 的 有 关 定 义 )，、 这 一 性 质 为 
超 限 基数 所 共有 ; 
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【 注 】 每 一 超 限 大 数 必 是 极限 序数 虽 ， 

事实 上 : 设 e 足 超 限 基数 。 如果 存在 序数 8, 使 a = p+， 
则 8 必 是 无 穷 的 。 不 难 构 造 训 到 8 上 的 双 射 ， 取 p+ 个 
这 样 ,s 盖 8 且 记 < 和 就 与 基数 的 定义 由 违 背 和 

今后 对 于 自然 数 , 不 论 作 为 序数 或 基数 ,我 们 部 末 用 间 样 
前 记号 ,如 0， 1, # 等 等 ,不 加 区 别 ， 对 于 m， 当 它 作为 基数 
注 菩 时 ,为 了 区 别 , 就 用 多 回来 记 。 此 外 ,最 小 的 不 可 数 序数 
ol: 也 是 基数 ， 对 于 olt， 当 它 作 为 基数 考虑 时 ， 为 了 区 别 ,就 
用 名 来 记 。 同 站 一 样 ， 欠 ,也 是 超 限 基数 ， 

应 访 指 出 ,尽管 按 定 义 基数 是 序数 的 特殊 情况 ,但 作为 衡 
量 元 素 多 少 的 标准 ,我 们 就 不 再 考虑 它们 各 自 的 内 部 顺序 了 ， 
男 一 方面 ,既然 准备 川上 基数 作为 衡量 元 未 多 少 的 标准 ,我 们 必 
须 考 中 基数 之 间 的 大 小 上 顺序， 关于 基数 之 间 的 项 序 ， 不 再 另 
作 定 义 ,我 们 规定 : 

基数 之 闻 的 顺序 仍 按 它们 作为 序数 的 顺序 。 即 对 于 基数 
us bs a bb 

滞 序 数 的 情形 一 样 ,对 于 两 个 基数 *, 6， 

Ea 


$9 无 序 集 的 基数 


对 于 基数 来 说 ,最 根本 的 问题 是 ,它们 能 否 作为 衡量 元 素 
' 多 少 的 标准 ? 确切 地 说 。 对 于 任何 集合 ,是 否 丰 在 唯一 的 基数 
与 之 等 势 ? 以 下 的 定理 11 作出 肯定 的 答复 。 为 了 证 明 , 先 看 


”加 闭合 着 不 一 瑶 减 立 ， 例 如 o .2 oo 由， 守 等 ， 
黑 只 是 项 伯 来 六 第 一 个 字母 ) 谈 为 “aleoh”， 
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下 述 引 理 。 站 上 节 ， 我 们 知道 与 一 个 非 空 舍 合 等 势 的 一 切 集 
合 组 成 不 了 集合 ,但 是 我 们 有 : 

【3 引 理 ] 与 给 定 集 合 4 等 势 的 一 切 序 数组 成 一 个 集 
合 出 。 

证 首先 证 明 与 4 等 势 的 一 切 序数 8 小 于 某 一 序数 。 看 
< 的 至 集 吧 (.4)。 按 鼻 序 化 厂 理 。 使 多 (4) 良 序 化 。 再 按 
计 茹 腺 理 ， 设 于 是 宁 人 4) 的 序数 ， 则 对 于 一 切 序数 js 
4 必 有 有 入 二 rr， 事实 上 ,如 存在 序数 所 作 4 且 反串 , 则 
04) 全 mc 而 全， 这 就 得 到 24< 4 与 第 四 章 .$3， 
定 埋 5 和 矛盾 ， 故 这 里 的 每 个 8 三 x， 即 ft x。 取 # 作 和 包容 
集 , 则 由 子 集 公理 可 知 一 切 序数 8 一 4 组 成 一 个 集合 。 | 
， ”用 MM 记 引 理 中 的 集合 : 
| 加 一 4818 是 序数 日 9 = A}. 
由 $3, 定理 7; 知 M 多 民 序 设 = 是 对 的 最 小 元 , 不 难 
验证 = 就 是 与 4 等 势 的 唯一 基数 。 这 就 是 : 

[定理 11] (集合 的 基数 存在 原理 } 对 于 任何 集合 4, 存 
在 唯一 基数 a, 使 a ~ 4 

我 们 把 与 集合 4 等 势 等 势 的 唯一 基数 = 叫做 用 拖网 某 效 ， 记 作 

Ho car(A)。 图 

集合 4 的 基数 car( 4) 就 是 与 4 等 势 的 诸 序 数 中 最 小 的 一 个 ， 

当 4 有 限时 ， 

cart A) = NUAY., 

对 于 自然 数 #, 我 们 有 N(n) 一 n 【第 四 章 , $2)。 对 于 

基数 ,同样 用 


名 这 集合 就 是 上 面 说 的 ,与 4 等 势 的 序数 组 成 的 等 势 玩 、 
后 cart 是 英文 5ardinal 们 狠 写 . 


2 


Te 人 


这 是 办 为 carta)】 是 与 a 等 势 的 哗 一 基数 。 | 

对 于 日 然 数 mp 我 们 有 m4 过 4 一 m 【第 四 覃 ， 
$2, 下 理 2)。 对 于 基数 ,同样 有 

[ 注 2] 如 4 是 要 数 , 则 a ~ 之 4 一 

事实 上 ,出 4a 心 训 知 4 下 car(t8)， 又 由 注 1 ,car(3) 一 


【 注 3] 如 4，5 是 基数 , 则 a <b 志 > 4 之. 

事实 上 , 设 a<B8。 如 上 志 a， 因 5Ca， 于 是 5& 吃 a 就 
与 假设 矛盾 。 另 一 方面 * 设 a 6， 则 a 年 5。 于 是 a 5&5 月 
外 天 六 ， 控 和 注 2，a 上 8 有 日 a 不 与 5 等 势 ， | 

【定理 12] car (人) 二 car(B)e>A~ 2 

证 ”> 部 分 有 下 然 。 至 于 < 部 分 ,由 4 二 的 推出 


car {A) a car ( BY, 


按 注 2, 得 到 car (A) 一 car (8B). 由 
这 就 是 我 们 在 $8 开 始 所 设想 的 : “ 当 且 仅 当 商 党 合 等 势 
时 ,它们 有 相同 的 基数 ” 


作为 定理 12 的 例 示 ,我 们 有 ， 


【 例 1】 无穷 可 


元 叶 可 数 代 部 具 有 基数 济 。 


【 例 2 站 连续 统 的 基数 ) 我 们 把 实数 区 间 (9, 1) 吗 连 续 


统 ( 第 四 章 ,$ 3), 


je 记 连 续 绕 的 基数 。 凡 与 连续 绕 等 势 的 


集合 ,如 只, 民 中 的 任何 非 退 化 区 闻 。2"。 等 等 都 共有 基数 e， 

在 第 四 章 , 我 们 把 两 所 合 4, 引 等 势 设 可 为 它们 拥有 “一 
样 多 “的 元 素 。 那 只 是 直观 的 看 落 。 在 中 人 基数 概念 之 后 , 问 
题 明 确 化 了 ， 定理 12 告诉 我 们 ,4 与 8 等 势 就 是 它们 具有 相 
辣 的 基数 。 另 外 ,在 第 四 章 , 我 们 把 集合 4 受制 于 (严格 受制 
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于 ) 集 合 B 直观 地 设想 为 4 的 元 求 不 多 于 ”(" 少 于 ”)B 的 元 
素 ， 以 下 的 定理 13 将 告诉 我 们 ,4 受制 于 (严格 受制 于 }B 就 
是 4 的 基数 不 大 于 (小 于 )B 的 基数 . 

[定理 13】 1) ca < ear(D) ey dXB. 


ee 


Cr 


证 1) 因 car(4) 汪 4，car(B) 5， 改 其 易 证 明 
caf (A) <car(B)<O> AKB,， 但 由 注 3， 
car (A) < car (BI) car (AI Kcar (BY. 
2) 把 1) 中 结果 与 注 2 结合 就 可 以 了 . E 
例如 ，w 严格 受制 于 区 间 [0, 1), (第 四 章 ,5 3, 注 1 的 
例 ) 故 
be 
又 如 ,对 于 任何 集合 4，4<< 喝 (4) (第 四 章 , $ 3, 定理 35), 故 
ear (A) car (0 4). 
又 如 ,对 于 任何 无 穷 集 4，w < A (第 四 章 , $5, 定 理 10], 歼 
对 于 任何 赵 限 基数 a, % < as。 
这 说 朋 由 是 最 小 的 超 限 基数 。 
作为 定理 12, 13 的 一 个 应 用 ,我 们 重新 证 明 第 四 之 ，$ 3 
的 Schrider-Bernstein 定理 : 设 4 < 8 日 8<A， 则 


car (A) < car (B)B car (B) G&G car (A), 政 car ( AY a car 
《B7 ,于 是 4 = 8. 和 

应 该 指出 , 这 星 应 用 定理 12, 13 首先 要 肯定 每 个 集合 有 
唯一 的 基数 一 一 定理 11; 而 定理 11 是 利用 它 的 引 理 推出 的 . 
在 引 泽 的 证 明 中 ,我们 引用 了 良 序 化 永 理 (利用 选择 公理 推 
出 ) 各 计数 原理 《利用 等 儿 公理 推出 )、 而 在 第 四 章 给 出 的 
Schrider Bernstein 定理 的 证 明 则 是 在 列 出 选择 公理 已 前 .这 
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识 是 说 ， 虽 然 在 设立 选择 公理 和 赫 析 公 理 羽 后 可 以 轻而易举 
地 证 明 这 一 定理 。 而 这 一 定理 却 可 不依 赖 于 这 两 条 公理 而 得 
到 证 明 ， 

最 后 我 们 给 出 与 $3, 定理 8, 9 相应 的 基数 的 性 质 ; 

【定理 14】 对 于 任何 由 上 基数 组 成 的 集合 4, 存在 一 个 基 
数 1 为 4 的 上 下 

证 由 定理 8, 存在 一 个 序数 1, 为 4 的 上 界 ， 即 对 于 每 
个 基数 BE 4 过, 即 5Ci， 于 是 由 定理 13, 5 志 car(4), 
取 一 car Ch), | | 

【定理 15] 不 存在 一 切 基数 的 集合 。 

证 如 4 是 一 切 基 数 的 集合 ， 则 按 定理 14, 设 1 是 4 的 
上 界 。 肥 设 p 一 car (. 瑰 ( 门 )， 出 1 < 这样 , 基 数 疡 就 大 
于 4 中 一 切 基 数 , 与 4 是 由 一 切 基数 组 成 的 假设 矛盾 ， | 
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按 定 义 ,基数 是 序数 的 特殊 情况 。 在 序数 的 长 河 里 ,我 们 
实际 是 把 $8 所 谓 的 等 个 "等 势 殿 " 中 的 最 小 序数 叫做 基数 .这 
样 ,在 序数 的 长 河 * 电 , 除 有 限 基 致 (自然 数 ) 外 ， 超 限 基数 是 
“大 步 前 进 " 的 。 例 如 ,从 最 小 超 限 基数 沿 一 wm 开始 ,越过 了 
“二 1， tw 叶 28 “ 2 了 0 0 gr 
wm* 可," "多 到 不 可 数 的 序数 ,“ 达 到 ”次 一 个 基数 鹤 一 ow 
一 一 最 小 的 不 可 数 序数 ， 要 想 达 到 再 次 一 个 基数 ， 还 要 越过 
“更 多 "的 序数 。 在 $58, 我 们 规定 基数 之 间 的 顺序 洛 奖 序数 之 
间 的 顾 序 ， 这 是 出 于 这 样 的 考虑 : 不 论 " 步 对 "路 得 多 大 、 在 
前 总 是 在 前 ,在 后 总 是 在 后 ， 同 时 ， 在 这 样 的 规定 下 ,我 们 推 
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出 了 基数 之 间 的 三 怡 好 相当 于 集合 之 间 的 <， 这 正 是 我 们 希 
望 的 . 

至 于 是 数 的 加法 和 飞 靶 ， 就 不 能 再 沿袭 序数 的 加 法 和 尿 
法 韵 定义 了 。 这 是 因为 :按照 序数 的 有 关 定 久 , 求 得 两 基数 的 
和 或 积 固然 是 序数 ,但 不 一 定 是 基数 。 鲍 如 ,一 癌 与 1 都 
在 基数 ,如 按 序 数 加 法 的 宇 愉 ,中 与 1 的 和 w*+。 就 不 再 是 基 
数 了 基数 概念 实际 来 源 于 等 势 . 找 们 将 以 等 势 为 线索 ,定义 
基数 的 加 法 和 莱 法 ， 

【3 理 1 如 Los 4 BR By 且 NB = NN 
Bi— 2, 则 AUB, ~ A B,, 

“证 设 1 是 从 到 4 上 的 双 射 ,是 从 Bi 到 BB, 上 
的 双 射 , 则 fUg 就 是 从 4.UB, 到 44UB， 上 的 双 射 。 时 
【定义 】 设 a。8 是 基数 ,日 集合 _4, 8 满足 条 件 : 


Se ca Tb ANB FG: 
称 < 一 car(4UB8) 为 4 与 5 的 和 , 记 作 
££ 二 4 十 下 


由 引 理 1 可 知 ,定义 中 的 和 < 十 6 不 依赖 于 集合 4,8 的 
选取 。 其 次 ,对 于 任何 的 基数 a, ,满足 定义 条 件 的 集合 4， 
8 是 存在 的 ,例如 ,可 取 
A {lr OxreEa}, B={Cy, lye sy, 
[ 注 1】 按 定 义 ,如 4M8 一 多， 则 
car (AUB) = car (AA) 十 car (8B), . 
应 该 指出 ,基数 的 加 法 昌 仍 用 十 来 记 , 但 同 序 数 的 加 法 晨 
有 区 别 的 。 例 如 , 接 序数 的 加 法 ，w 十 1 一 w+、 但 按 基数 的 
加 法 ,多 十 1 一 N,，( 请 验证 ), 
关于 基数 的 加 法 ,不 难 验证 以 下 算 律 ; 
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研 8 十 04。 
公证 人 十 < 一 4 十 起 二 2- 【结合 律 ) 
4 二 上 一 卢 十 4 【交换 律 ) 
官 然 数 是 基数 的 特殊 情况 。 以 下 证 明 ， 对 于 任何 训 然 数 
轨 y zs。 现在 定义 的 加 法 满 志 第 三 章 ,，$7 关于 加 法 的 递 推定 
吧 : 
Dw 十 0m 2) mT nt ot{m+t+ a)+, 
这 里 , 1) 是 a 十 0 二 a 的 特殊 情况 。 我 们 证 明 2)。 首先 证 
朋 有 一 二 十 区 注意 ,这 是 基数 的 如 东 )， 事 淮 上 ， 叶 一 >U 
4w}， 且 按 定义 ，# 二 1 一 car {nUB8)。， 其 中 与 sa 不 相交 的 
B81 一 {0} 可取 为 B 一 {1}。 不 难看 出 s+ 二 nLjB， 由 
等 式 n+ 一 4 十 1 及 结合 律 就 可 推出 2). 看 
由 此 可 见 , 尘 于 自然 数 来 说 , 现 宕 定义 的 运算 十 就 是 第 三 
章 , $7 的 加 渤 定 义 中 的 唯一 运算 . 
以 下 是 与 4$ 7， 例 2 类 似 的 性 质 : 
【 引 理 2】 设 a,5,e 是 基数 , 则 
< 下 十 < 和 二 c -- 
事实 上 , 到 4 一 人 xy,0)|reeT， 表 Ry, ofyes), 
Co{tsyl)lsec}, WASa, Bab, Ce, 8 AN 
C=BNC= 2., 按 题 设 ，aC56, 压 A 忆 B。 ALUCCBUC, 
于 是 a 十 <c 甩 5b 十 目 
应 该 注意 ， 届 使 在 引 理 2 的 题 设 中 去 掉 等 号 , 在 结论 中 
也 不 能 去 掉 等 号 ， 例 如,，0<1, 但 0 十 小 一 让 一 1 二 并. 
【 例 1] 多 十 这 一 外 
事实 上 , 记 A 一 f(z, 0)lnEw}, B= {tn 1)1n€ wo), 
出 4 有 w 县 ANMB 一 名 ， 设 
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2-n, Ee t= {#, 0), 
ee 
则 fAUB ~ 是 双 射 。 名 
[ 例 2】 设 = 是 自然 数 ， 则 


Tr 


事实 上 ， 由 于 任何 自然 数 # 二 员 ， 故 由 引 理 2 及 例 1， 
洛 十 站 和 和 十 基 一 语 但 请 这 0， 政 又 有 让 十 关 闵 的. 
最 后 得 到 竺 十 9 一 钱 ， 
最 后 的 公式 可 推广 如 下 : 
【 例 3] 设 沁 是 自然 数 ,< 是 超 限 基数 , 由 
二 i= a, 
事实 上 , 设 一 {(i,0)|ie #}， 只 要 证 有 明 esUas oa 就 
可 以 了 .注意 到 治 是 最 小 超 限 基数 (5 9, 定理 13 的 例 )， 故 
oaCae， 如 下 定 fiaU#j— a: 


is 当 x 二 (i, 0) En 
Hx) itn rT itw, 
Ea 当 zeEe 一 吕 。 
不 难 验证 了 是 从 aU# 到 a 上 的 双 射 n 


例 1 的 公式 可 推广 如 下 ; 
上 引 理 3] 设 = 是 超 限 基数 ， 则 
2 二 < 
证 我 们 利用 Zorn 引 理 {第 五 章 ,$ 6, 定 理 9) 进 行 证 明 ， 
为 了 区 别 ; 记 
2 {(x,0)|lr Eal, d= {lx,1)|xea}, 
如 性 是 = 的 子 集 , 则 用 X'，X” 记 有 4, 的 相应 子 集 : 
Xm {tr EX X= {x1) ls EXY, 
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暂时 不 管 有 没有 从 euUa 到 上 的 双 射 ， 我 们 考虑 可 能 的 从 
于 UT ”到 友 上 的 双 射 卢 其 中 XXCa， 用 FF 记 一 切 这 样 的 
洁 合 ， 现 在 看 名 容 序 党 《PE , 王 )。 对 于 1, gE FF，、 所 谓 fCg 
就 指 函 数 8 是 函数 了 的 疆 岳 (参看 河 题 二 ，19)。 以 下 对 序 集 
《PE 一 ) 引 用 Zorn 引 理 : 

1) 五 和 过 世事 实 上 ,可 取 天 一 名， 则 天 一 X 一 苛 ， 
太 册 直到 多 上 的 双 射 训 EF( 避 题 二 。，17, 18)， 

2) (五, 所) 关于 链 的 并 封闭 。 事 实 上 , 设 CCF 是 一 个 
链 ( 妈 对 于 任何 的 1, gE C ,或 者 8 是 了 的 延 拓 ,或 者 1 是 & 
的 延 哲 )。 显 然 一 UC(C) 是 函数 。 记 下 一 ran (gp)Ca. 
不 难 验证 dom (9) 一 天 U 交 ,其 中 站 与 天 是 与 筷 相 应 
的 & 与 在 的 子 集 也 不 难 验 证 了 是 单 射 。 这 样 ，P 就 是 从 
允 UX 到 天 上 的 双 射 ， 故 中 EF， 

于 是 由 Zorn 3 引 理 。F 有 极 大 元 为: XUXT > R， 其 
中 XoCa. 以 下 证 明 «a 一 X。 是 有 限 的 ， 事实 上 ,如 2 一 部 
无 穷 ， 我 们 就 可 取 它 的 一 个 无 穷 可 数 子 集 Y， 相 应 地 ,得 到 
一 Xo 与 于 一 XI 的 无 穷 可 数 子 集 Y', Y”， 存在 从 YU 
Y” 和 到 YY 上 上 前 双 射 二 ( 例 1)， 于 是 56 开 ， 现 在 ，dom (有 ) 一 
XeUXr，dom (2) = YUY”C(C XI) UGX), 二 者 
不 相交 , 故 hu 是 通 数 ， 且 属 于 民 ， 因 成 门下 一 他， 故 按 
包容 序 。 耶 数 hnU5 严格 大 于 扣 。 这 就 同志 是 中 极 大 芝 
盾 ， 

既然 a 一 X 有 限 , 那 么 ,由 于 = 无 穷 , 故 XX 无 穷 ， 按 
例 3, 由 于 sm (Ce 一 和 UR 页 gg 一 car (4) se Far (Xo), 
同样 。# ss Xs， Ba 1 

最 后 ; 因 hEF， 小 XU XY ss 人， 于 是 
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Hg car(XiU 一 car( Xs) = aq, | 
用 51 理 3 可 以 证 明 超 限 基 数 的 一 个 很 重要 的 性 质 ; 
【定理 153 (吸收 律 ) 设 a 是 超 限 基数 ， 且 基 数 问安 a， 


则 
9 二 Ba, 
证 由 3[ 理 2,4 士 少 之 ee。 和 由 引 理 2。3、a 十 所 < 扫 4 十 
a 王 4， 页 4 十 二 a， a 


例 1-3 的 结果 都 成 为 吸收 律 的 特例 .又 如 ,对 于 任何 超 限 
基数 a,a 十 红 , 玫 a。 吸收 律 说 的 是 , 当 一 个 超 限 基数 同 任 何 
不 超过 它 的 基数 相 加 时 ， 加 上 的 基数 (不 论 有 限 成 起 限 ) 就 被 
原来 的 超 限 基数 所 吸收 ， 相 加 的 结果 仍 是 原来 的 起 限 基数 , 

加 法 吸 玻 律 还 可 说 成 :如 基数 4, 5 至 少 有 一 超 限 ， 则 
2 十 5 等 于 sa 5 中 的 最 大 者 ， 

用 第 四 章 的 术语 ,加 法 吸收 律 义 可 说 成 :一 个 无 穷 集 4 与 
任何 受制 于 它 的 集合 B 的 并 集 4U8 和 4 等 势 , 

以 上 讲 的 基 两 个 基数 的 和 ,下面 定义 任意 多 个 基数 的 和 。 

【定义 】 设 给 定 由 基数 组 成 的 族 (sai)vet 《其 中 标 集 了 


TT 


1E 7 cart di) 一 a;。 称 ec ~ ear(U 4) 为 诸 而 的 和 ,; 记 为 
i 


和 FC ”mm > sD , 
jE 
| 
| 


当 了 一 2 时 ,我 们 记 


名 可 以 证 明 ， 它 2 不 依赖 于 滩 《4ier 的 沉 取 ， 
全 
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>) di do qs 
这 就 指 及 面 所 说 的 山上 灸 数 的 梓 ， 当 了 一 3 时 ,通常 记 
Slam a + a + 4 


[| 


等 等 。 

看 一 个 无 穷 和 的 例子 。 取 了 一 尺 。 如 每 个 a: 一 1。 记 
这 1 01 为 > 1 不 难看 出 2 1— (Re. 

由 于 对 集 族 的 并 来 说 ， 交换 律 和 结合 律 成 立 (第 二 章 ， 
$9), 所 以 ,基数 的 和 也 a 满足 交换 律 和 结合 律 。 


以 下 谈论 两 基数 的 积 。 先 看 以 下 引 理 : 

【 引 理 4] 如 4 se A Bi Bi, MI A, X B, ss A X 
B,. 

这 是 不 难 验 证 的 。 

[定义 】 设 a， 2 是 基数 , 且 集 全 4, 8 满足 条 件 : 

car (A)— a, car (B) = 6, 
称 c~corL4XB) 六 2 吕 的 以 : 记 作 
站 

1 由 引 理 4 可知, 定义 中 的 a 不依 格 于 集合 4 互 的 则 
取 , 特 别 荐 ,可 简单 节 取 A 一 4,8 一 上 5， 

“【 注 2 按 定义 , 我 们 有 

catr (A Xx B) = car (A). car (B). 

， ”应 该 指出 ,基数 的 驶 法 昌 仍 用 ， 来 记 ,但 同 序 数 的 药 法 是 
有 区 别 的 ， 例 如 ， 按 序数 的 匡 法 , 与 : 的 职 是 o .2 声名， 
但 按 基数 的 乘法 , 总 与 2 的 积 向 2 一 局 【请 验证 ). 
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现在 看 莱 法 与 加 法 的 联系 .按照 人 和 们 在 小 学 算术 中 的 认 
识 ;, 自 然 数 的 条 证 就 是 相同 如 项 的 螺 如 ,例如 2 .3 一 2 十 2 十 
2。 在 基数 的 运算 中 ,情况 是 一 样 的 ， 说 a, # 都 是 基数 . 看 和 
于 (这 痢 的 是 or。 其 中 每 个 4 一 4). 技 定 义 ， 己 “一 


[| 


car( U 42), 其 中 对 每 个 放出 一 {(x, 让 |x Ea}。 于 是 


[| 


(J = {rireaAienl = a X yw, 


聘 喘 取 基 数 , 得 到 ; 
f 注 3] Biaa.w. 


图 通俗 的 话说 ,这 就 是 “w 个 = 的 和 和 等 于 a 乘 以 «*, 这 一 结论 
不 难 推广 为 : 对 于 任何 的 标 集 1， 


Dama. car(ll), 


[ 


关于 基数 的 乘法 ,不 难 验证 以 下 滤 符 ; 
2 0 一 0 
* 上 一 4。 
C (人 人) (结合 律 ) 
,一 一 


TO "了 二 ac- 【分 配 律 ) 

由 以 荆 这 从 入 证 信和 现在 定义 的 乘法 满足 第 三 章 。$ ? 
关于 乘法 的 递 准 定义 ， 所 以 ,对 于 自然 数 来 说 ,现在 定义 的 运 
算 ， 就 是 第 三 章 。5 7 的 乘法 定义 中 的 唯一 运 咎 . 

【 例 4 (一 般 的 分 配 律 ) 2 一 2 (a 6), 


i€! 
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事实 了 上 , 取 CBi)iers 使 对 每 个 i€l, car (Bj;) = b, 且 
请 5 两 两 不 根 交 。 按 定义 ，“ : 了 如 一 car {a x (5 


i€ErT 


不 难 验 证 a x Wy: Bi 一 人 | (a x B;).。 了 两 边 取 基数 ,得 到 
Eg i€t 
a Db D(a hi), 


【3 引 理 5 a 所 bb 

证 明 留 给 读者 。 应 该 的 岂 ， 在 这 不 等 式 中 ,即使 “二 0 
左 迪 去 掉 等 号 也 不能 一 般 地 导致 右边 去 掉 等 号 ， 例如 。，1 < 一 
2 但 1 :光一 党 一 2 

[ 例 5 放 区 一 起。 
”这 是 因为 @ X w= 时 

关于 一 般 超 限 基数 的 自用 ， 我 们 有 类 羽 于 引 理 3 所 述 的 
性 质 : 

L 引 理 6] 设 * 是 超 限 基数 , 虽 


#444= 4d, 
一 


可 仿照 引 理 2 的 证 法 进行 证 明 , 留 给 读者 作 练 习 。 
【定理 17] (吸收 律 ) 设 4 是 超 限 基数 ， 量 1 志 5 as 


则 
go= a, 
这 只 要 把 引 理 5, 6 结合 起 来 就 可 以 了 ， 
乘 苇 吸收 律 说 的 是 。 当 一 个 超 限 基数 同 任何 不 起 过 它 的 
非 堆 基数 (不 论 有 限 或 超 限 ) 相 权时 ， 司 一 基数 就 被 原来 的 超 
限 基数 所 吸收 , 想 乘 的 结果 仍 是 原来 的 超 限 基数 ， 
例 5 是 吸收 律 的 特例 ， 又 如 , 对 于 任何 超 限 基数 4, 4 - 
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兴 一 。，n 一 4“， 其 中 是 非 零 自 然 数 ， 

吸收 律 还 可 说 成 : 如 基数 a，5 都 非 零 且 至 少 有 一 超 限 ， 
则 “2 等 于 a, 2 中 的 最 大 者 。 
用 第 四 章 的 术语 ， 呵 节 吸 收 律 可 以 说 成 :一 个 无 窍 集 4 
与 任何 受制 于 它 的 非 空 集 含 刀 的 笛 卡 尔 积 4 XB 与 3X4 都 
同 4 等 势 

先 积 概念 不 难 推广 到 任 营 多 个 乘 项 的 情况 : 

【定义 】 设 给 定 基数 族 (aj)iez， 且 对 于 每 个 i € 1 


生 心 i 称 c 一 car(X 4) 为 诸 a 的 积 , 记 为 
和 < 一 Ta. 
一 rEr 本 
可 以 证 明 ，T[ :不 依赖 于 族 〔d4ihe 的 选取 ， 基 数 的 


[| 


积 [I «i 满足 交换 律 和 结合 律 . 


当 工 一 2 时 ， 记 “. 
1I Hi me dy Hs 

在 本 节 的 末 属 ,作为 基数 算术 的 应 用 ,我 们 重新 证 明 第 四 
章 。 § 5。 定理 9: 可 数 个 可 数 集 的 并 集 可 数 。 

为 此 :请 读者 先 证 明 以 下 两 个 关于 基数 的 性 质 : 

工 给 定 集 族 (4);et 《车 中 诸 A1 两 两 可 以 相交 以 至 恒 
合 )。 设 对 于 每 个 和 了 避让 {A,) = diy 划 


car (U 4 Da 
[| ET 
Cr 
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人 35)。 
_ 给 定 基 数 族 {a ers CB; ies, 设 对 于 每 个 了 


Cr 


di A Bi, 36), 


LR 


现在 证 明定 理 ( 第 四 章 ,定理 9): 
给 定 集 族 (4:)1e: (其 中 诸 和 4 两 两 可 以 相交 以 至 重合 )。 


TT 


设 I 世 ww 且 每 个 A; 克 w， 则 (J A Ss, 


[ 


事实 上 , 记 carfd4) 一 a;， 其 中 每 个 sai 过 交 。 由 性 质 
1, car(U 4)< Da 由 许 质 工 ， DT. 由 


iEf cer 


注 3， 福 | 痪 一 中， car (站 所 千 ' 约 一 旋 ， 最 后 得 到 


EF 
car( (J 4.) < 多。 有 


ier 
读者 可 以 以 上 定理 的 证 明 中 看 到 基数 算术 的 作用 : 当 我 
们 把 第 四 章 的 等 势 与 受制 的 问题 化 为 基数 的 一 “与 “ 乓 "的 
癌 题 后 ,利用 基数 算术 的 算 律 ,可 以 把 问题 简单 地 解雇 。 在 习 
题 六 第 38, 41, 42 题 中 还 可 看 到 更 多 的 例 示 . 
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在 第 二 齐 , 5 6, 定理 7 中, 我 们 曾 证 明 , 对 于 给 定 的 集合 
*，Y， 从 XX 到 Y 内 的 一 切 映 射 形成 一 个 集合 。 记 作 Yx。 关 
于 集合 Y<。 我 们 有 天 下 一 些 性 质 : 

[5l 理 1】 如 44 Bi DB， 则 ， Ah 

证 设 f 是 从 4 到 4, 上 的 双 射 ,是 从 了 ,到 8 上 
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的 双 射 ， 我 们 需要 构造 一 个 从 了 映射 的 集合 A8' 到 男 一 映射 
的 集合 A 上 的 双 射 。 定 义 五 : A 一 -< 如 下 : 对 于 每 个 
从 8B, 到 A 内 的 贞 射 1, 令 

HCD = fojog™ 


- VF 
图 40 


(参看 图 40)。 首 先 证 明志 是 单 射 ， 事 实 上 ,如 7 和 产 是 从 B， 
到 4 网 的 不 同 映 射 : 了 和 关子， 即 存在 其 个 x €E B,, 使 fx) 地 
f (xz)。 这 样 就 有 

有 (CgKsD) 一 【fofog (gz ) 一 【fo 站 (cz — His)), 
HOF Ng = (fof'og (gx)) = (fof ) (Cx) — HCY))., 
因 f 是 单 射 , 故 (7Cx)) 了 AYCx))， 即 遇 射 召 ( 门 与 HC7) 
在 g(x)& B; 的 值 不 同 , 于 是 映射 HH(j) 壮 H( 站 )， 可 风电 是 
单 射 。 其 次 证 明 扣 是 内 A 到 4 上 的 满 射 。 事 实 上 ， 对 
于 任何 的 :8B; 一 A,， 取 i 一 fokog， 它 是 从 Bl 到 44 内 
的 映射 .于 是 , 再 (站 一 fol( 站 okog)og 一 下 可 风 坊 是 从 48 
到 A 上 的 满 射 . 

【5I 理 2] 如 BNC 名, 则 
SLC es AS x A 
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证 这 里 fe4s2 指 7 是 人 愉 BUC 到 4 内 的 映射 , (8， 
5)EA5 x A° 指 # 是 从 B 到 4 内 的 瞎 射 且 六 是 从 CC 到 4 内 
欧 上 映射 定义 囊 ; A 一 A? x A 如 下 : 对 于 每 个 f€ 
Aiuc, 令 

HN = (PB, fro). 


显然 瑟 是 单 叶 的 ， 此 外, 对 于 每 个 (g,A) E43 X AE， 取 j= 
EUA,， 因 dom(g} 一 B, dom(3) 一 CC 且 8 人 站 C= 放 ， 厦 
了 是 从 BUC 到 了 内 的 国 数 ， 即 fe A34， 显然 ，H(1) 一 
《gs 8)。 可 用 站 是 从 A 到 A3 Xx 人 上 的 满 射 , 看 

[ 引 理 3] (A XB de Xe 

证 明 留 给 读者 ， 

{5 再 4] (43)° a Mere。 

证 如 下 定义 五 : [A435 一 Ax5， 对 于 fe(A35)* ( 即 
四 CC- 人， 其 中 对 于 za EC， fs) 是 从 B 到 4 内 的 映射 )， 
令 有 H( 有 EE A 是 这 样 的 映射 ， 它 在 {y, z) 的 值 等 于 观 射 


fx 在 ?的 值 : 
五 (站 (ys) = fa) (ty), 


及 是 单 射 。 事实 上 , 如 fj 了 EE(A5)* 有 fF， 网 存在 *& 
C, 全 Hg) 关 tz)， 亦 即 存 在 yY€EB， 使 

He) ty) FCs} (Cy), 
于 是 


HODCY, 2) = fe) ty) EE fla) Cy) = HCFCY, x), 
收 H(A 关 H(7)， 其 次 , 瑟 是 从 (4A3)5 到 42*c 上 的 满 射 . 
事实 上 ,对 于 任何 的 je A3*5。 取 jE lA)? 如 下 : 对 于 任何 
的 zEC 和 y€EB， D(C) 一 jy, zx)， 这样， 对 于 性 何 的 
(ys #6EB Xd。 就 有 
HDs 2) = (7) = jly, 2), 
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政 右 ( 力 = 1， 晨 后 得 到 , 丘 是 从 (A353 到 A5** 工 的 双 射 
民 
下 面 定义 奈 数 的 输 ， 先 对 记号 问题 作 些 说 明 . 设 a, 名 
是 基数 。 我 们 将 用 a* 记 a 的 5 次 基 。 但 应 知 这 不 是 集合 上 
到 伙 合 s 内 一 茹 映射 的 集合 。 汶 了 区 别 ， 在 下 莉 我 们 用 小 写 
字母 as 5, 或 希 伯 来 字母 站 等 等 记 基 数 。 用 a+*，ar 等 等 
记 基 数 的 需 ; 同时 , 用 大 写字 母 4，# 等 等 记 一 般 的 集合 , 仍 
用 A? 记 愉 B 到 4 的 一 切 映 射 的 集合 . 
【定义 】 设 。,5 是 基数 ,是 集合 4。B 满足 条 件 ; 
car (CA) = #4, car {B) = 8, 
称 pp 一 car(A5) 为 = 的 5 次 震 , 记 作 
pr as, 
由 引 理 1 可 知 , 定 儿 中 的 a 不 依赖 于 集合 4, 8 的 选取 ， 
【 注 1 按 定 义 , 我 们 有 
{car CA =- car (AP). 
现在 看 求 插 运算 与 乘法 的 联系 .对 于 自然 数 来 说 ， 求 蚂 
就 是 相同 乘 项 的 累 苹 ， 和 例如 , 2: 一 2.2.2，。 对 于 一 艇 基数 来 
说 ,情况 是 一 样 的 ， 设 ,6 都 基 基 数 看 乘积 J 。 (这 指 的 


是 1 其 中 每 个 a 一 ). 按 定 义 ， 1[ aar (xX a). 


但 Xa 一 {xi)yeslz1€ a} 恰好 是 集合 5 到 集合 a 内 一 切 鼎 
射 ( 族 ) (xi)ies 的 集合 。 按 定义 ， 它 的 基数 就 是 as*， 这 就 得 
到 : 

[ 注 2] 可 = 一 于 


站 下 是 
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用 通俗 的 话说 ,这 就 是 "个 a 的 连 乘 积 等 于 = 的 袁 次 困 ”. 
把 已 证 的 引 理 2, 3;, 4 同 定义 结合 起 洲 * 就 得 到 以 下 的 指 
数 话 则 : 


te 


人 

《ge 一 

此 外 ,由 第 二 章 ，§ 6, 注 1, 2, 我 们 有 

YF 如 六 天 名 则 名 ”一 六。 
把 这 两 个 结 打 与 曙 的 定义 结合 ,就 得 到 
a 1, 
1 如 了 天 0D0， 则 0 二 0, 

不 难看 出 , 到 一 a。 于 是 由 指数 法 则 , ait+: 一 a ，a。 拒 
这 等 式 与 等 式 a 一 1 合并 考虑 , 可 知 当 4，、2 是 有 限 基 数 一 
官 然 数 时 , 这 里 定义 的 a* 与 第 三 章 , $7 的 定义 是 一 致 的 ， 

[ 引 理 5] 1) oa 扫 渡 天 二 藉 ， 

2) 4 

”事实 上 ， 设 car (4A) 一 4 car (CB) = Bb, car(tC)— ce, H. 
攻克 BB， 不 妨 假 定 .AB， 容易 验证 ACB CACCs 田 

【 例 11 在 第 四 章 ,$1, 例 5, 我 们 看 到 ， 集 合 4 的 寅 集 
与 4 上 一 万 特征 表 数 的 集合 等 势 ; 

A) 74 

于 是 ， 如 car (4) 一 - a4, 风 | car (SB(A)) = car (24) = 2 

当 4 是 有 限 集 时 ， 设 NCA) 一 #*， 则 N(B(A)) 27 
《参看 习题 四 ,14)。 

【 例 2] 按 $9, 例 2, 我 们 用 c 记 连续 统 (0,1) 的 基数 ,由 
第 四 章 , $ 3， (90, 1) **2“， 故 
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eo 2 
【 例 3】 由 第 四 章 的 Cantor 定理 (看 第 四 章 。$ 3, 注 +4)， 
我 们 有 有 4<24。 用 基数 表示 ,这 就 是 
2 
特别 有 
[ 引 理 6】 设 5 是 超 限 基数 ， 则 
be — 2¢, 
证 ”既然 二 是 超 限 基数 ， 故 2<&。 由 引 理 5,2* < B*, 
男 一 方面 ,由 例 3,.5 二 22, 故 好 二 (25 一 24 以 由 瑞 法 吸 
收 律 ， b".5 一 上 b 下 5 世 22。 最 后 得 到 Bb? 瑟 24， 
【 例 科 有 多 少 从 呀 到 民 内 的 函数 ? 即 car (RR) 一 9 
， 仍 用 ce 记 连 绪 统 的 基数 ， 则 car (及 ) 一 ce 于 是 由 引 理 


6, 
| tart RR) 一 ec 一 22 一 2 
【定理 18】 ( 降 底 律 ) 设 上 是 超 限 茜 数 和 且 基 数 a 满足 


en 


2 二 2 上， 


! 


则 
at = 26, 
证 因 2 和 "有 生 z 扫 2 上 且 2 超 限 , 故 由 引 理 5 及 引 理 6， 
2 有 ab 2 于 是 da em 2 。 E 
人 例如， 3W 2 ee NE 一 34 一 2。 


$12 连续 统 假 设 
每 个 自然 数 是 基数 ， 任 何 两 个 相 邻 的 自然 数 ”和 并 之 
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间 不 存在 另外 的 基数 。 最 小 的 超 限 基数 是 和, 它 是 唯一 的 无 
穷 可 数 基数 ， 在 58， 我 们 用 并 记 最 小 的 不 可 数 茹 数 ， 在 
从 与 民 ， 之 加 不 可 能 再 有 另外 的 基数 。 按 以 上 讨论 结果 , 基 
数 的 长 河 的 较 前 部 分 应 是 

0。1，2 生 、 和 M 
这 里 和 企 何 两 个 相 邻 基数 之 间 都 役 上 月 另外 的 些 数 . 

另 一 方正 ， 尖 二 2 (11 例 3)、 可 多 站 去 2 问 
顾 是 ， 连 然 统 的 和 车 数 e 一 2% 是 否 央 是 最 小 的 不 可 数 基数 
Ri 或 者 说 , 在 名 与 2 之 间 是 否 不 存在 另外 的 基数 ? 这 
个 问题 还 可 以 涪 成 是 有 没有 不 可 数 的 集合 ,严格 受制 于 连 
续 统 ?从 Cantor 创立 舍 合 论 以 后 ,从 无 一 人 找到 (哪怕 非 构 
造 性 地 证 涓 存在) 这样 的 不 可 数 集合 。Cantor 猜测 ， 这 样 的 
集合 不 存在 , 就 是 说 ， 在 基数 线 与 2 之 闻 不 存在 另外 的 基 
数 。 这 就 是 历史 上 闭 名 的 壬 续 统 假设 . 按 这 一 假设 ， 基 数 的 
长 河 的 较 前 部 分 应 是 

0, 1, 2 慌 ，， 2N0 

在 Cantor 之 后 ,不 少数 学 家 (例如 著名 的 D，Hilbert) 企图 
证 明 这 一 息 设 .但 终归 徒然 . 

连续 统 假 设 可 以 推广 为 : 在 超 限 基 煞 = 与 2 之 间 不 存在 

另外 的 基数 名， 这 遇 做 推广 的 连续 统 假 设 ， 

连续 统 假设 以 至 推广 的 连续 统 假设 能 香 证 明 或 否定 ， 以 
及 选择 公理 能 否 证 明成 否定 ( 参 奸 第 四 章 。§ 1)， 对 这 两 个 
问题 的 探讨 大 天 促进 了 现代 公理 集合 论 的 发 展 ， 在 1938， 


全 当 然 ; 有 限 基数 (自然 均 ) 只 有 0 和 1 县 有 此 姓 质 , 其 他 握 灌 数 部 不 具 焉 福 
质 ， 
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K，Gédel 证 明了 , 如 假定 {ZF) 公理 系统 《看 54) 是 相 容 
(无 包 盾 ) 的 ,那么 , 推 让 的 连续 统 假设 也 同 (ZF)》 系 统 相 容 . 
这 就 是 说 ,在 (ZF) 系统 里 ,否定 不 了 推广 的 连续 统 假 设 . 后 
来 。 在 1963 一 1964，P. Cohen 又 证 明了 推广 的 连续 统 假设 
辐 (ZF) 公理 系统 是 独立 的 。 这 就 是 说 ， 在 (ZF) 系统 里 ， 
证 骨 不 了 推广 的 连 线 统 很 疫 、 总 之 ,在 (2ZF) 系统 里 。 对 于 
连续 统 仍 设 眠 不 能 否定 ， 迅 不 能 让 其 ， 对 此 问题 有 兴趣 的 读 
者 可 以 阅读 例如 参考 读物 [5 ] 或 5]， 后 者 对 当代 集合 论 的 发 
展 提供 了 较 让 窜 和 的 材料 ， 


习 题 六 
1， 对 于 序数 xy 有， 试 证 
a< 一 ct. 
z。 证 明 , 在 序数 a 与 其 后 变 者 a«* 之 间 不 存在 另外 的 序数 
3、 役 4 是 由 序数 组 成 的 集合 。 求证 UC4》( 在 53，。 定 理 7 的 推 
论 中 已 证 它 是 序数 ) 是 4 的 上 确 界 .。 
4 度 4 是 由 序数 组 成 的 非 空 集 ， 求证 《4) 是 4 的 最 小 数 .{ 担 
未 : 按 $3。 定 理 ?。 可 设 昌 是 4 的 最 小 数 。 证明 与 RC4) 重合.】 
5 证明 任何 序数 不 能 属于 自己 : a a， 
4， 对 于 序数 es 5， 试 证 af = 有 一 > 一 上 月。 
7.。 对 于 序数 wy 6y 斌 证 we< 有 村 寺 必 有 +。 
5。 对 于 序数 we， 证 明 wx 一 UKat+) 
9。 对 于 序数 &«, 证 明 : « 一 0 或 4 是 极限 序数 < a 一 Ui(ay, 
[提示 ; 甘于 一 > 部 分 : 对 于 极限 序数 a, 设 x Ea， 证 月 rea, 
人 得 xzExi, 小 xzE UCa)， 于 是 cuUfe)?。 另 一 方面 Ulajca 是 
显然 的 。 关 于 < 一 部 分 ,可 利用 第 8 题 ]， | 
10， 对 于 序数 «a, P, 证明 8<a 一 >P UCay 
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[提示 : 可 分 一 0 “是 极限 序数 ; < #0 且 非 极限 序数 三 种 情 
形 .] 

11， 设 《3 是 序数 ， 试 证 ,如 相似 于 8 的 某 个 子 集 , 则 a 起 2、 

[提示 : 设 8c8， 且 了 是 从 = 到 后 上 的 相 亿 也 计 。 他 定 8<a; 即 
6Eea。 拨 第 五 章 ; 4* 引 埋 1 8 执 大 BEB， 这 就 得 到 8<8.] 

12、 设 给 定 集 组 4. 试 周转 换 公 纵 证， 村 于 4 的 一 项 成 员 x， 
gx》 组 成 一 个 集合 ,II {ZCx)lx 6 4} 是 集合 . 

[【 列 永 : 在 $4, 赫 换 公 理 中 ,可 取 公 式 wlx,y) 为 yy 二 (Lx), 注 : 
也 可 取 (FC ULCA))) 为 包容 集 并 利用 六 集 公 理 。 但 对 于 x 4， 证 
了 明 (x) & 9(9x( UCA4))) 是 较 麻 烦 的 (在 习题 一 ，250. 

13， 利 用 正则 公理 和 证明 ,任何 集合 不 能 居于 自己 : 4 志 9. 

[提示 ; 在 上 4 末尾 所 列 的 正则 公理 中 ,可 取 4 = {s}。 1 

14， 利用 正则 公理 证 明 , 对 于 任何 玖 集合 as 5 4 才 二 或 情夫 中 

[提示 : 在 正则 公理 中 ,可取 4 = {sa, 6}。] 

15. 甘于 涪 数 的 超 限 归纳 原 环 。 设 PCx)》 是 公式 .、 试 证 ,如 对 于 性 
柯 序 数 ny 


Yr Eaptr} ==> P(r)s 

出 对 于 任 柯 序数 “a, wla) 成 立 . 

[提示 : 由 于 一 切 序 数 不 能 形成 集合 ,故此 处 不 能 各 用 第 五 章 ,$3 
美 于 宜 序 集 的 起 限 归 铅 原理， 我 们 用 反 证 法 并 引 骨 正则 公理 。 设 存在 
序数 ay pa) 不 成 立 。 看 集合 4 一 {8|# 是 序数 是 Beat 日 gp(p) 
不 成 立 } .seE43s 鼓 4 关节 。 按 正则 公理 ,存在 序数 me4 旦 4nwm= 
多 由 此 推出 Yr € ao，9(=) 成 立 , 但 YKCeo)》 不成 立 。 这 就 同 关于 公 
或 ¥Cx)》 的 归纳 概 设 矛盾 .1] 

16、 设 了 是 良 序 集 , 且 4C 8。 试 证 ord (4)&ordC8)， 举 俐 说 明 
出 全 等 推 不 出 ord{A)<ordt BY). 

[提示 : 可 利用 第 11 题 .] 

17、 证 明 以 怀 关 于 序数 加 法 的 算 律 : 


及 区 六 ?2 


ta 十 和 一 0 十 a 一 a。 
2) a 二 1 一 at, 人 《 举 出 1 十 az#at 的 例子 .》 
3) (Ka 十 站) 十 了 一 wa 二 (8+Yh 《结合 律 ) 
18。 关 于 序数 ;证 明 ， 
a<HH3 = a + 有) 
举例 说明 由 = < 日 不 能 :一 能 推出 存在 5#0s 使 日 一 9 十 人 
[ 查 示 : 关于 一 > 部 分 : 看 差 党 6 一 ww 并 取 8 二 ord{8 一) 
关于 反 便 ;可取 一 口 ， 及 一 二 
19， 甘 于 序数 的 加 法 ,证 明 左 消去 律 : 
< 十 日 一 并 十 了 一 > 昌 -my。 
举例 说 明 右 消去 律 不 一 般 成 立 . 
20， 半 于 序数 ;在 57， 例 2 中 已 证 : 
B<ro>a + P<et+ rr, 
举例 说 明 册 有 < 了 不 能 一 般 推 出 + a<7? 十 a， 不 过 ， 
Bar = + ctr 十 三。 
试 证 明之 .[ 提 示 ; 设法 引用 第 16 题 .] 
了 .对 于 任何 序数 Bo 7 和 自然 数 #, 试 证 
Br + cr 十 用。 
22。 证 朋 以 下 关 王 序数 末 法 的 算 律 : 
joer*0~0ra= 0. 
2) a:1=1+*a=a, 
3) Cr “CB 7), 【结合 律 ) 
4) 8 二 7 ma B+ -7 ( 左 分 配 律 》 
举例 谤 明石 分 本 律 不 一 般 成 立 ， 
33 验证 当 a 一 加、 上 二 #5 是 自然 数 时 ,$7 定 允 的 移入 满足 第 三 
章 ， 57 关于 获 蔡 的 递 扒 定义。 
24。 基 于 序数 的 科技 证明 左 消去 律 : 
Ana r=, 
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革 例 说 明石 消去 律 不 一 般 成 立 . 
25， 基 了 市 数 。 在 $7， 例 3 中 已 证 
arIAP<T—pa Bie 7, 
举例 说 册 由 s 关 0AB<Y 不 能 一 般 推出 8+，a<r - x， 不 过 ， 
Sr ecr :a, 
斌 证 明之 ， 
25， 如 序数 汪 基 0 和 且 不 是 极限 序数 , 则 对 于 任何 序数 ps Yy 
BOTo>A ACT ea. 
[提示 : 可 设 如 = a。 利 用 第 25 题 。$ 7 的 例 2 和 第 20 题 ,可 证 
Br+t B<r3+7.] 
27，。 如 序数 关 4 有 日 不 是 极限 序数 ,证 明 ， 
如， 三 本 
28. 族 《wjievw 则 收 序 数列 , 当 且 仅 当 标 集 w 是 序数 ,日 每 项 m 是 
序数 . 
序数 4 叫做 序数 列 (wi)ie 的 极限 , 当 且 仪 当 对 于 柱 何 使 < 2 去 
?的 序数 #8,Y， 存 在 序数 v Ew 情 当 站 守 v 时 ， 


PeomY, 


' 
! 


序数 列 《Cai)ws 说 是 递增 的 , 当 且 权 当 对 于 任何 的 1 1 Ew 当世 
FN 时 a 
” 。 试 证 ， 如 序数 列 《mie。 递增 , 则 它 有 极限 ， 
[提示 : 参看 第 3 题 .] 
29. 证 明 关 于 基数 加 法 的 算 律 : 
ta 十 人 mm 
22 十 和 一 占 十 【交换 律 ) 
3 《ea 二 6 十 一 站 二 人 二 < 《结合 律 》 
3 ， 证 明 关 于 基数 苹 法 的 算 律 : 
1} ar0=0, 
2) :1=#, 
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3) sab 一 bg 《 殉 换 律 ) 
4 (ac 【结合 律 ? 
57 mt 十 ce) 一 de 上 十 ec 分 配 律 ? 
31， 对 于 基数 ,证 明 $10 引 理 5: 
了 过 站 一 
323， 佑 照 $109 引 理 3 的 证 法 ， 证 明 引 理 6: 对 于 超 限 基数 
9 
33。 证 明定 理 17; 设 * 是 超 随 基数 ， 且 1 专 # 和 4， 则 a8 二 a。 
34， 证 明 每 个 超 限 基数 都 是 “质数 ”, 即 不 能 表 成 两 个 较 它 小 的 基 
数 之 积 。 
35- 如 不 假定 族 《4iD)xur 的 项 两 哆 不 相交 ,区 假定 对 于 每 个 ié1， 
cd) 十 。 试 证 


ear (U 41)<D Gis 
sae Ey 
36， 设 给 定 基数 掺 Cai)ji1 政 Ch’ 证 上 明 : 如 对 于 每 个 i €1， 
名 则 >, “< 与 。 


[| ie kf 
37 。 证明, 对 于 超 限 基数 a 及 非 零 的 白 然 数 #27 开 4 
38。 利用 第 3? 题 重 作 村 题 四 。25， 
39。 设 基数 各 是 一 个 朝 : 日 一 并 ， 基 中 五 是 古 限 基数 。 试 证 ， 如 
0<<s5 MW R=, 
40. 1) 利用 基数 的 算术 重 证 习题 四 ，31: 
吕 式 可 二 忆 。 


2) 证 明 # 个 目的 第 卡尔 积 与 民 等 势 ; 
XxX RR (A 2tew H 了 天 Di 
3 证 明 交 , 个 怀 的 铠 卡尔 积 与 及 等 坊 ; 


x RR 二 RR. 
湘 钼 " 


机 


】 
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4) < 这 续 统 的 基数 , 妈 ' 丰 的 基数 ) 个 十 的 币 卡 尔 积 x 员 还 同 吕 

等 势 吗 ? 

41， 已 证 【11， 例 4》 愉 呈 到 如 内 的 一 切 幼 柳 的 抠 合 具有 虐 数 
2 试 证 ,从 员 到 员 内 的 一 切 连 棕 下 数 的 党 令 兵 有 基数 c 一 28e。 

[提示 : 用 Cc 记 从 民 到 中 内 的 一 急症 痰 注 数 的 染 合 ， 疆 较 一 著 常 
数 臣 数 的 棠 合 ,可 以 推断 car(C) 守 2W， 另 一 方面 ,看 F:C 一 -> 有 QQ， 其 
中 FD =11Q， 如 18， 风 由 连续 性 , 有 在 开 区 问 ， 在 其 中 fx) 
愉 7)。 此 区 闻 必 会 有 理 数 , 故 11 C9zg | QQ， 可见 足 单 射 .由 此 不 准 
推出 sar Cc)<<2*6 ] 

42，( 攻 iaig 定理 ) 给 定 基数 谍 〈m 7 rr Cb) 设 对 于 每 个 i € 
1 则 
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te 
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